Activite 1

Résolution par la méthode de variation des parametres
gilles.picard@etsmtl.ca 20 septembre 2016
Note: les équations ou expressions écrites en noir ont été volontairement non simplifiées. Celles écrites en bleu et qui ne sont pas
simplifiées le seront {en vert) en cliquant dessus, suivi de "Enter".
Nous allons résoudre l'équation suivante par la méthode de variation des paramétres:
42
—(_y)—y—mn (r) ou, en notation opérateur (Dz—l)y—mn (\‘)
dx?
C'est le 1er exemple de la section 4.5.2. Trouvons la solution homogene avec les zéros de I'équation caractéristique:
cZems(mz—l,m)
On aura donc yh—(d- sin (_r)—n‘_"’- cos (x)}
Posons comme solution y=L, * sin (_'c)—Lz- cos(_'c} ou l'on doit trouver la valeur des paramétres L, et L, . Ces 2 paramétres seront des
fonctions que l'on obtient en résolvant le bon systéme d'équations. Pour simplifier le travail avec Nspire on les nommera plutat
ml et m2 car la lettre L minuscule ressemble trop au chiffre 1...
On pose donc y=mi -+ sin (_'c)—m_’- cos(_'c) et on notera la dérivée de m/ et m2 parmi'=mip et m2=m2p . Le systéme d'équations a
. . Iprul + m2pru2 =10 . e _ -
résoudre est: 4 ™ ou ui =sin {x , u2=coslx) et Rlx Lan(x
{mip- (ui)' + m2p- (u_"’)' = R(_\:) ) ( ) ( ) )
. g + e O = - -

so]ve( mlp: sin (r) mep co:s(x) 0 { mi pm2p }]

mip: cos (x)+m2ps -sin (x)=tan (r) ’

sol \_.e({m Ip+ sin (_\-)—m_"rp. c05(_\-)—n

mips cos (_r)—m_"'p- ~sin (x)—mn (

{ mip,m2p })
x)

Pour obtenir les bonnes valeurs de mi et m2 , il faut intégrer les deux solutions obtenues avec la commande solve:

mf—J.sjn (r) dx

-(si n (r)) :

m2= | —— dx

co.s(x)

Onremet les deux solutions obtenues dans y=mi- sin(x)—m_"’- cos(.\‘) ; en ne mettant pas de constantes d'intégration on obtient alors
une solution particuliére

yp—-co.s(_r) d sin(_r}—-(]n(M)—sin(_r))- cox(x)
sin(x)—l
La solution générale sera obtenue en additionnant yh et yp:
-cox(x)
sin(x)—l

On voit sur la page de calcul suivante les mémes opérations pour résoudre ce probléme et le résultat obtenu avec la commande deSolve
pour cette équation,

ysol=cl+ sin (_\‘}—c‘_"'- cos (x)—-co.ts(x)- In

Dans l'activité 2 de ce classeur, on voil le méme exemple de résolution avec la méthode de variation des paramétres mais effectué en
utilisant une apporche matricielle pour les calculs.
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(d2+])-y=tan(x] (d2+1)-y=tan(x)

cZems(m2+1,m] { i.-'i}'
©Les racines sont complexes, du type atbi, on a la solution homogene yh = (C] o sin(bx]-i—CZ- cos[bx))eax
vh:i=cI-sin (x)ﬂ:.?- cos (r) c2-cos [x]+c]- sin(x)

©Posons comme solution y =m1-ul + m2-u2 ot ul=sin (x) et u2=cos{x)
yp:=mli-sin (x)+m2- cos (\f) m2- cos (r] +mli- sin(x)

©en nommant mlp et m2p les dérivées respectives de m1 et m2, on aura a résoudre le systéme:

|JmI -sin(x)+m2 -cos(x}=0 5 {sin(x 2
SO]W({M; cos (-v)+m.’;3‘ -sin(x)=tan(x) Amipmp } cos(x)#0 and mip=sin (x) and m2p= (mf[i))
J'mip dx|mIp=sin(x) -cos(x)

~{sinlx 2 _. 'COS(X) .
_[m.?p dx|m2p= ( (')) (.]n( sin(x _1) sm(_!())

cos (r]

©La solution particuliére cherchée sera (on laisse tomber les constantes d'intégration pour obtenir celle—ci )

sinlx)—1 sin(x)—l )

yp:=m1- sin (x)+m2- cos (x)jmI=-cos(x) and m.;-(]n( “cos ) )—Sin(x)) cos(x): ln( cos(x) ]

©La solution geénérale s'obtient en additionnant yh et yp

ysol:=yhyp ~cos ('() . ]n( - (!() )+c.?- cos (r] +cI- sin (r)
sin x)—l

@©On peut vérifier cette réponse en la remettant dans 'équation initiale

d2 -((cos (.\())4 +(si n(x)—l)- [2 : sin(x)+1)- (cos(x))2+(sin(x)]2 : (sin(x)—l)z]

A —2(}’)+y y=ysol

dx (Sil’l(_‘(}_l)z - cos (r)
(((cos(x))4+(sin(x] —1)- (2- sin(x)-i—]) o (cos (x)] 2 +(sir1(x)] Z, (sin(x)—]] 2) )

tan(x)

@On peut vérifier cette réponse avec la commande desolve

expand
A (sin(x)—l)z * COS (x)
-(cos(x))3 2-[sin(x])2- cos(x) : sin(x)- cos(x) : cos(x) (Sin(x)]4 : 220 [sin(x]P (sin(_‘-:
(sin[x)—])z (sin(x)—l)z (sin(x)—l)z (sin(x)—l)z {sin(x)—])z- cos[x) (sin(x)—l)z- cos(x) (sin[x)—l)
tE!{pand( -(cos(x))3 2: [sin(x))z-cos(x) : sin(x)-cos(x) : cog(x) [sin(x))4 : 2: [sin{_\f])3 .
A b
(sin(x)—l)z {sin(x)—l)z (sin(x)—l)z (sin(x]—l)z (sin(x)—l)z-cos(x) (sin(x]—l)z-cos(x) (:
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deSolve (y"+y=tan [x] ,rxy) y=C5* Cos (x)+c6 o sin[x) —cos(x)- ]n( tc?s)(i)] )

©On peut aussi vérifier la réponse en la remettant dans I'équation initiale

A d—22(y)+y[y=yso.f -((cos (x))4 +(sin(x)—1)- (2- sin(x)+1)- (cos(x])2+(sin(x])2- (sin(x)—])z]
dx (sin(x)—])z- cos(x)
expand(((cos(_r))4+[sin(x]1)- (2- sin(x)+1)- [cos(x)) 2+(sin(x))2- (sin(x)])z))

[sin(x]—l)z * COS (v)

T
-(cos(x))s 2-[sin(x])2- cos(x} : sjn(x)- C q(r) . cns(x) (sin(x )4 : 2: [sin(x])3 (sin(_'-;

2 (sin(x]—l)z (sin(x)—l)z- cos(x) (sin(x]—l)z- cos()() (sin(x)—l)
-(cos(x))3 Ao [sin{x))z- cos (x) sin(x)- cos (x) cos(x) (sin(x ]4 2 [sin{x])3

tExpand( I I I ——

(sin(x)—])z {sin(x)—])z (sin(x)—])z (sin(x]—])z {sin(x)—l)z-cos(x) (sin(x)—])z-cos(x) (:

tan(x)

(sin(x)—l)z (sin(x)—l)z (sin(x)—l)

A

Activite 2

©Avec les mémes notations qu'a l'activité précedente, on peut écrire le systeme d'équation sous forme matricielle

m:= iu(]u]) iuiug) u1=sin(x] and u2=cos (‘() [z::;((% C:::l((:])
dx dx

so.t':={mép} {mip
mep

e

m- sol=k m2p- cos (x)+m1'p- sin(x)=0 ]
mlip- cos [x]—m.?p- sin {x) =tan [x]

©La solution s'obtient en utilisant la matrice inverse de m

m_l-k

A

©On integre ce resultat pour trouver ml et m2 et on met le résultat en mémoire dans rep

| " | [ _ -C?S)(x) .
J% i [t
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sin(x) ‘CDS[X}
ity {sin(x)]z dx -(]n[ icos(x) ]—sin(x])
cos (x) qln(x)—l
rep[l.l} -cos(x)
rep[2,1] E ]n( _cos(y) )—%in(x)
sin(x}—l h
rep[l.l ] : sin(x)+rep[2.1 ] cos (r) -coq(r)- ]n( -cos(x) ]
- sin(x)—l
@©Ce dernier résultat est la solution particuliére, en lui additionnant la solution homogéne, on obtient
-cos(x)- ln(Lq(x))ﬂ:f- sin (x}+r:2- cos (r) -cos(x)- IH(LC‘(X))H:.?- cos {x)+r:1- sin(x)
si n(x)—l si n(x)—l
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