MAT265 solutionnaire, examen intra de pratique(HIV2018)

1-

Vérification de la solution de x*y"+7xy' +5y =0

~C, 5C,

) ¢ G, ,
a) Si y=—+—alors y =—— <
X X X X

En substituant dans I’équation différentielle on trouve

jlo

. 2C,
ty'="L

3
X

xz(z(i‘ + 307C2j+7x(_—(j—5€2j+5(g+c—52
X X X X X X
=2£l+30£%—7£l—35£%+5£l+5C

X X X X X

30C,

>
X
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C C
2= (2-7+5)=L+(30-35+5)—2=0
X X X

Donc oui c’est une solution et c’est la solution générale car il y a 2 constantes arbitraires essentielles.
b) Siy()=0 = C+C,=0 et yy1)=-8 = -C,-5C,=-38

En résolvant ce systeme, ontrouve C, =-2 et C, =2.

La solution particuliere est

el o2 ¢l 2
Yi=—t— —_—
X xS X xS
o ) =g . 5-c2
dx W2 o8
2 (y) 2:¢1 30:c¢2
dx2 x3 x7

2- Méthode de variation des parametres.

({c 1+¢c2=0
solve
-cl-5c2=

8 ,{cI,cZ’}

-c1-5-¢c2=-8

c¢l=-2and ¢c2=2

En notation d’opérateurs, I’équation homogene est (D2 +8D + 16)y =0

-4 est une racine double de I’équation caractéristique, donc la solution homogeéne est

y, =Ce ™ + Coxe™

Pour appliquer la méthode, posons Vp :Lle_4x +L,xe

Lie™* + Lixe™

On doit résoudre le systeme

ALl + (1-4x)Lye ™

En résolvant celui-ci, on trouve L] =-2 et L) = 2 =L = j—2dx =-2x et L, = .[2 dx = 21n(x)
x x

En substituant dans y, = Lle_‘bC +L2xe_4

La solution générale est

Y=y ty, = Cle_“ + sze_4x —2xe ™ + 2xIn(x)e™

En combinant les 2¢ et 3° termes, on peut aussi écrire la solution générale sous cette forme :

y=Ce™ +Cyxe™ + 2xIn(x)e ™"

Examen original de la session HIV2018

page 1

VlcI=-2and ¢2=2 2 2 | |
X5
2e—4x
X
", on obtient y, = —2xe ¥ +2xIn(x)e ™
Gilles Picard



MAT265 solutionnaire, examen intra de pratique(HIV2018)

3- a) En notation opérateur, on a (D3 +6D% + 8D)y =3xe * —2e " —x?* +1

Pour la solution homogeéne, les zéros de D? +6D* +8D sont 0,-2ct—4

Donc

e

-

cSolve{d2+8- d+16=0,d} d="4

yp=ml- et ima et }p=(m2- _1'+mI]- g
A ) (14 ) o
dx’ !

mlip- e_4"t+m2p-_1'- e_4' =0
solve y. o4 X ,{mlp,m.’

4 mip e Vtmp (1-4-2) 4 1=
X

2
1v#0 and mIp=-2 and m2p=—
X

—2x —4x
yh:C1+Cze +C3€
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Pour la solution particuliere, en considérant uniquement les fonctions a droite de I’équation on a

candidat normal : y, = Axe ™™ +Be ™ +Ce ™™ + Dx* + Ex+F

Comme des termes de Yy apparaissent aussi dans y, , on doit corriger le candidat en multipliant les 2

premiers termes par x pour éliminer le chevauchement. On fait la méme chose avec les 3 derniers termes.

candidat modifié : |y, = Ax’e™ 4+ Bxe™ + Ce™ + Dx* + Ex* + Fx
b) En notation opérateur, on a (D3 +3D? - 54)x = 5sin(3¢) —2&% +3te™

Pour la solution homogéne, les zéros de D3 +3D*—54 sont —3+3jet3

Donc

x, =e ' (Cysin(30)+ C, cos(31)) + C; &

Pour la solution particuliere, en considérant uniquement les fonctions a droite de I’équation on a

candidat normal : x, = 4 sin(3t) + B cos(3¢) + Ce* + Die™ + Ee™

Comme le 3% terme de Yy apparait aussi dans y, , on doit corriger le candidat en multipliant ce terme par

t pour éliminer le chevauchement.

candidat modifié : |x, = Asin(3r) + B cos(3r) + Cte’ + Dte™ + Ee™!
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2 2 2
4-  a) Q=—3—y+¢ , en simplifiant on a d—y:—3(ZJ+[1j +4:F(%)
X X

dx X X dx
L’équation est homogene. Posons |v = 2| etona F(v)=v*-3v+4
X
: e , . 1
Avec ce changement de variables, I’équation homogéne devient ——dv =—dx
Fw)—v X
o 1 1 —1
En intégrant on aura jz—dv=j—dx = =ln(x)+C = ———=v-
v —4v+4 X v—2 In(x)+C
Y 1 X
Doncv===2——"7"-— = |y=2X——"-"—
X In(x)+C In(x)+C
| |
2,,..2 A
A 3-y+y +4-x y=v-x v =3 vt4
X 2
X
1 1 -1
_ dv=[— dx+e —q=ln(_r)+c
Vg via x v-2
& vzt 2, !
ln(.t]—i—c X X ln(_t]+c
& 1=.._ ! X V=aa— ad
v ln(_r)+c ln(_r)+c
| 5

b) _ 2y =4xy’ avec y(0)=1
dx
C’est une équation de Bernoulliavec n=3 P(x)=-2 QO(x)=4x

Posons v=y""= v=y" =y

L’équation devient v + (—2) (2)y=4x-(-2) = Q+ 4v =-8x
dx dx
Cette derniére équation est linéaire avec P(x)=4 Q(x)=-8x

. J~4d" 4x
le facteur intégrantest u =¢ =e

4x-1
:>v‘e4x=.|.—8xe4xdx+C ce qui donne :>v‘e4x=—( x2 Je4x+C

En remplagant v par sa valeur et en multipliant I’équation par e on obtient
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4dx -1
2

1 1
J+ Ce™ = —=-2x+—+ Ce™
y 2

.

En considérant y(0)=1 =

l+C = C:l
2 2

1. —2x+l+le’4"

La solution cherchée est 5
y 2 2

5- Méthode des coefficients indéterminés

mise a jour : 18 février 2020

En notation opérateur on a (D2 +4D + 4)y =4x—2e 7 +5¢™

1- Pour I’équation homogéne associée, (D2 +4D + 4)y =0,

2x

Donc la solution homogeéne est |y, = C,; e+ C,xe

2- Pour la solution particuliere, en tenant compte des termes

-2 est une racine double

4x—2¢* +5¢**, le candidat normal est

Yy = Ax+ B+ Ce>* + De? . Le 3¢ terme est problématique car il est aussi présent dans y, . On doit

T 2 3 . . epe s N T
donc multiplier ce terme par x~ pour éliminer cette double occurrence. Le candidat modifié a utiliser sera

2 2x

alors y, =Ax+B+C(x"e + D

En le substituant dans I’équation originale on obtient

16De* +2Ce ™ +4Ax+(4A+4B)=4x —2e " +5¢*

Onendéduitque 16D=5 2C=-2 44=4 et 44+4B=0

. X )l . 5
En résolvant ce systéme d’équations on trouve D = E

C=-1 A=1 B=-1

La solution particuliere est donc 2g72

y,=x—-1-x

5
+—e
16

2x

La solution générale est

y=Ce +Coxe ™ +x—1-x%e

2x 2x

5
+—e
16

2 2.1 2 ¥
yi=a xtbtc-x“ e < *+d- e*" !

2
d- d
d_rg (v]+4- e [v}+4- y

pr‘opFrac(Z- e [_8- d et ¥i2. (a-_r+a+b)-

2. v 2 -2y
d e Y4c x* e “ Y4a xt+b

2@ 2" (_8' d et iz [a- _r+a+b]- e _1'+CJ

oY
e~ '1'+c_]]

16-d-e2 “4+2-c-e 2 Y44 q- x+4- a+4- b
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6- On connait ces valeurs : m =100 kg, 7, =800 m, v, =50 m/set F, =140v . Le signe associé a la vitesse et

aux forces dépend du référentiel choisi. De méme, la hauteur initiale est bien de 800 m si on pose le zéro du
référentiel au sol. On aici 2 choix principaux comme référentiel :

0l + A x (m)
£p o
.lP ET.
v I
Y

oo

_ P28 VoI 000
+ ¥x (m)

x: distance parcourue

x: hauteur par rapport au sol

Dans ce cas, x est la distance parcourue aprés Dans ce cas, x est la hauteur du parachutiste
I’ouverture du parachute. La vitesse est positive apres I'ouverture du parachute. La vitesse est
pendant le mouvement. La force « poids » est négative pendant le mouvement. La force

aussi positive. On a donc x(0)=0 et v(0) =50 | « poids » est aussi négative. On a donc

x(0) =800 et v(0) =-50
L’équation est :
L’équation est :
dv
100—=100-9,8 -140v v
dt 100 %7 =~100-9.8-140v

deSolve(100v'=980-140v and v(0)=50,t,v)
deSolve(100v'=-980-140v and v(0)=-50,t,v)

— |v(t) = 43¢ 75 +7| = 43(0,246597)" +7

— |v() =43¢ 75 —7| = —43(0,246597) =7

deSolve(100x"'=980-140x" and x(0)=0 and
X' (0)=50,t,x) deSolve(100x"'=-980-140x" and x(0)=800 and
x'(0)=-50,t,x)

215 21
= x(t)z—TSe é+7t+75 ou

215 -7
:>x(t)=75e %—7t+§ ou

= x(¢) = —30,7143(0,246597)" + 7t +30,7143
= x(¢) = 30,7143(0,246597)" — 7t + 769,286

b) Pour le reste du probléme, on utilisera le référentiel de gauche.
Sion résoud x(z) =800 avec la TI-Nspire on trouve un temps de 109,898 sec pour arriver au sol.

Pour la vitesse limite théorique, on remarque que le terme en exponentielle dans la vitesse tend
rapidement vers 0, d’oll une vitesse limite théorique de 7 m/s. Et cette vitesse est atteinte rapidement,
déja apreés 20 secondes on est a 7 m/s. On peut aussi calculer x(109,798) pour confirmer cette valeur.
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c) Posons une force d’amortissement valant en grandeur F, =k v et trouvons la valeur de k.

On remarquera que lorsqu’on a une chute libre et que la vitesse constante est atteinte, I’accélération est

dv
alors nulle. Dans I’équation du mouvement, 100— =100-9,8 —k v, en posant la dérivée de la vitesse a 0

dt
on obtiens 0=100-9,8 —kv, ou v, désigne la vitesse limite. En remplagant ce terme par 6 m/s et en
, 490 , ,
résolvant, on trouve |k =——=163,333| . Donc une force d’amortissement de 163,333v.

dv
On aurait pu aussi résoudre avec la commande deSolve I'équation lOOd— =100-9,8—k v . On aurait
t

alors la solution

980\ - 980
v(t) = (50 _T e Hoo +7 . Comme le terme en exponentiel tend vers 0O, la vitesse limite sera de
980 ) n . -
v, = T ce qui nous donnera la méme réponse que précédemment.

- —————————————————————————————
deSolve(100- v'=100- 9.8-140- v and +(0)=50,,v) i

v=43.-(0.246597)"+7.

deSolve(100- +"=980-140- x" and x(0)=0 and x'(0)=50,¢,x)

-7t
215 e 2 215
= +7- t+——
7 7
deSolve(100- v'=980—k- v and +(0)=50,¢,v)
ket
980 980
v={50-—/ e 100 4 —
k k

o

7- Voici les valeurs connues : R=5kQ , C=50puF et V=10e™ —2¢™ . La condition initiale est v-(0)=0

2 RCPe v = 51075010 Py =106 —2e™ ou Ly —10e% —2e
dt dt 4 dt

1 4. -8
deSolve Z ve'tve=10-e + 12 ¢ 8 and vc(0}=0,t,vc

ve=2-¢ 1. ({30' 1-1)- et i"'l]

propFrac(_vc=2- e 8L (_{20- f—l}- et t+1_;_]
ve=(40-1-2)- e+ 112- 781

4 8

ve=(40-1-2) e ¥ 42- 78 =1 ve=38-e *4+2- ¢

vc=0.696665

ve=(40-t-2) e+ 112 8 =1
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La tension aux bornes du condensateur sera

ve(t) = (40t —=2)e ™ +2¢7™

Aprés 1 seconde, on trouve

V(1) =0,69667 volts|.

b) Pour trouver le voltage maximum aux bornes du condensateur, on peut utiliser le mode graphique de votre
calculatrice, en tracant la solution trouvée avec des valeurs adéquates pour les axes. On utilise ensuite la
commande « valeur maximum » du sous-menu « Analyse graphique ».

On trouve ainsi un maximum de 3.2196 volts aprées 0,265 secondes.

] |

el ﬂ(x):{vc(x),x?_’O

(0.265,3.2196)

|~

-1

On remarque que la source alimentant le circuit
tend vers 0 volts (vue la présence des 2 termes

avec exponentielle négative). Assez rapidement
donc le condensateur se videra et v.(¢) >0 .

Le maximum observé sur le graphe est bien le
maximum absolusi >0 .

On peut également se servir du calcul différentiel en trouvant le zéro de la dérivée premiére de la solution
trouvé (en ne considérant que les valeurs de t positive). On obtient évidemment la méme réponse.

velt)=(40-1-2)- e 4 142- 2787
voil.

(1
Lfucl)

dt

—

a Solve(_[48—160- et i16ed ‘=0,t_]|t}0

velr)|r=0.26541138241824

Terminée

0.

(48-160-7)- e % -16- 3¢
1=0.

3.21959

On constate que v.(0)=0 et que

696665 | | Vc(f) = Olorsque t augmente. De plus,
on remarque des valeurs positives
observées (par exemple, v.(1) >0). On
peut conclure que le seul point critique
265411 . ,
trouvé en t =0,265411 doit correspondre

a un maximum local et absolu.

o

8- La bonne équation est la 3¢, x =y
dx

al

. U'estimé est |y(1) ~—0,1111] .

DE1.y1.Y| 1|

interpolat.

0.

-1.

0.2

-0.809

0.4

-0.64269

. 0.6

-0.4811

-0.3083

_ _ 3
RFJFK”. / 0.8
Lo s 1

. [EEEARIES

1.2

0.120954

¥

o
it 1

.

1.4

. #BllT J=

0.396573

[XIL

< D

-0.11116747629
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3. 4.3
9- Q=w avec y(0) =3 . On veut une solution explicite.
dx 1-x
4x*(y -1 1 4y’
:Q:Lﬂ = dy: x4dx
dx I-x y—1 l1-x

1 4x°
Enintégrant, = '[y_ldy:jl_xx4 dx = In(y-1)=C-In(x*-1)

Comme on veut une solution explicite, isolons y en prenant I’exponentielle de chaque c6té du signe égal

K
xt—1

In(x*-1)!

4
— eln(y—l) — eC—ln(x -1) = y_1: eC .e = y_1:

K
La solution générale est |y =1+ Tl En appliquant la condition initiale y(0) =3, on trouve
x p—

4 —
3=l+£1 = K =-2.lasolutionfinaleest |y =1- 42 " ou y=x4 i’ en prenant un

dénominateur commun avec les termes de droite.

1 4-x3 ln(y—1]=c—ln[r4—1]
—dy= dx+c
y-1 1-x%
A eln[v 1} c ln',_t 1_,, y—1= €
14—1
1 k ! k
A ly-1= 1 y= +1
_1'4—1| vt
% \ k=2
solve|y= +1,k|lx=0 and y=3
4
-1
2
A y=——t1k="2 y=1-
_1'4—1 -l
2 4
a comDenom|y=1- 2 3
4 Y
X -1 14—1
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