Chapitre 2

Section 2.1 : forme séparable, variation de température

Section 2.2 : équations linéaires, désintégration radioactive

Section 2.3 : équations exactes

Section 2.4 : changements de variables, équations homogeénes et de Bernoulli

Exercices de révision

Section 2.1 : forme séparable, variation de température

2.1- A chaque fois, on isolera la dérivée et on verra si on peut factoriser; si la

factorisation en deux fonctions qui dépendent des « bonnes variables » est possible,
alors I’équation sera séparable.

2x° 1 .
a) > T ok >— OUI variables séparables.
xt® —4x -4
2 2
b) @ =2 YT TV e se factorise pas : NON
dcx y x Xy
¢) In(x+y) ne se factorise pas : NON
d) In(2xy)=In(2x)+In(y) ne se factorise pas : NON
2 2
- —t)(x+t
e) ﬁ= Sl (x )(x ) = x+1¢ ne se factorise pas : NON
dt  x—t x—t
2
) .
f) d_y X =2 ne se factorise pas : NON
dx y
2.2-a) & = —_y; alors ldy = _—ldx
dx x y X

Les variables sont séparées; on intégre :

In(y)=-In(x)+c = ") = e y=g

X

Six=1,alors y=4.Donc 4=

% = (C=4 = xy=4
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b) 2tdx+e P dt=0 = 2e3"dx+%dt=0

Les variables sont séparées; on intégre :

%e“ thn(f)=c = 2" +3I(t)=C

dy 1
c —=y(8x+3) = —dy=(8x+3)dx
) g (Bxe3) = Sdy=(8x3)
Les variables sont séparées; on intégre :
In(y)=4x"+3x+c

4x%+3x

On prend I’exponentielle : y=Ce

d) 2x-(y2+1)dx+y-(x2+4)dy:0 = x3j4dx+y2y+l

dy=0

Les variables sont séparées; on intégre :

in( +4)+ 2 i (17 +1) = = In(x+4) (3 +1)" =c

On prend I’exponentielle : (x> +4)/y*+1 =C
y

e) Pb_ e’ -e’; alors Ldy =e'dx
dx e’

Les variables sont séparées; on intégre :
—eV=e"-C = e'+e’'=C

dx cos(? 1 cos(?
dt  1-sin(t) x 1-sin(z)
Les variables sont séparées; on intégre :

In(x) :—ln(l—sin(t))+c = x=

dt

———— en prenant ’exponentielle.
1-sin ()

Remarquez que la constante ici et celle dans le manuel ont des signes différents.

g) Lﬂ+Ri:O = ldi+£dt:0
dt i L

Les variables sont séparées; on intégre :

ln(i)+&=c = ln(i):c—& = izecj%
L L

4y 1 1
h) )'= SN dy =—dx
X 4—y X
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Les variables sont séparées; on intégre :
11n(y—+g =In(x)+c = ln(y+§]:1n(x4)+4c o YFI_oy

4 \y- Y- y-2
3¥2_c1 o =5 VA2 s
3-2 y-2
i) ! dx=e 2 dt
cos(x)

Les variables sont séparées; on intégre :
In —_,COS(X) = _—le_Zt +C = le_zt | 2 (x) =C
sin(x)-1) 2 2 1
. 1
D -
N
Les variables sont séparées; on intégre :
2\/; =x+C

Wa=0+C = C=4 = 2\/;:x+4

dy =dx

23 Ona F(x,p)=4y
1

(o) Y

Les 2 fonctions sont continues dans une région autour du point (0,4). Donc il

1
T

11 faut évaluer F(0,4)=2; et oF
Y

y=4

existe une solution explicite unique.
Isolons donc y a partir de la solution trouvée en 2.2 j) :

2\/;=x+4 = \/7=X42_4;ici,ondoitavoirx>—4

2
y=@,x>—4

24- ydy=-xdx

Les variables sont séparées; on intégre :
2 2

L2 i > X*+y'=C

2

a+0°=C = C=d*> = x2+y2=a
Les courbes sont des cercles centrés a I’origine, de rayon |a|.
11 faut que —|a| <x< |a|

Si g=-3,alors y=—9—x*

Le «—» devant le radical est 1a pour que y soit négatif, a cause de la condition
initiale.

2
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2.5- 9(x—2)dx+4(y—1)dy =0
Les variables sont séparées; on intégre :

(-2 (1) _c

9 2 2

Z(x=2) +2(y-1)’ = ==

S22y =C = 9 18
2 2 A2 )2

C.¥_c _ C_ o (=2 )
4 9 18 18 4

C’est I’équation d’une ellipse centrée en
(2,1), de largeur 4 (de 0 a 4) et de hauteur 6

(de -2 2 4).

-6.66

26- 7(0)=100,7(10)=80, 7, =25 : 2 —k(r -25)
it
T (1) =75[£j 425
15
a)  Apres 20 minutes, ’eau est a 65°C

b)
apres presque 162 minutes.
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2.7-

e  ________________________________________]

g dtpr:Ik di+e
fpr-25
& eln(fpthS):k- i+c

k- t+c

{fpw25=e '+25

- t+
tpr=ek £ CJr25|.f=0 and ipr=100

solve(100=ec+25,c]
tpr=ek. H—CJr25|c=ln(7’5)

tpr=15" o ! 25/=10 and #pr=80

solvelso=75 &'*’ k+25,k}

n

2 15

tpr=175- ek f+25\k=—
10

In

ln(lpthS]:k- t+c
-t
pr—25=e* 1€

i+
e

100=e“+25

c:1n{75]

tpr=T15" & lias

80=75 &' K125

ln[2
\15)

65.3333

1=51.8914

1=139.204

t=161.553

t

T=40_3o.@4

7(0)=10.7(5)=15.7, =40 : <

=k(T—40)

(Ca prend 6,2 minutes de plus (donc 11,2 minutes en tout) pour qu’elle soit a 20°C.
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2.8

e  ________________________________________]

Inl# 40 )=k t+
! dtpr:Ik dt+e rliz=d i
fpr—40
e i i
a eln(fpr—élo) k t+e wﬁ40=ekr c
i .
-apild A== T
©parce que tpr<40
o ke £+
solve(’(.tpw40}:ek ! C,tpr} tpr=40—-e ¢
I+
tpr=40-e" )t=0 and =10 10=40-&°
solve[10=4ofec,c' Czln(jo]
i .
tpr=40-e" |c=1n(30) ipr=40-30- & !
1pr=40-30- e !\t=5 and pr=15 15=40-30- &> K
sotvel15=40-30- > ¥ 12
6
PR
5
In[= i
k-t 6 5
tpr=40-30-e" ' [fl=— -
P ‘ : tpr=40-30- |2
r Terminé
‘5 5
tprt):=40-30- [_]
6
solve(tprt)=20.,1) (=11.1195
|

Posons =0 a 23h00, et prenons le temps ¢ en heures. On considérera que la
température a 'intérieur de la maison de Mme Frileuse suit la loi de Newton, avec
la température ambiante qui est la température extérieure.

T
7(0)=20, T(1)=16,T, =15 : %: k(T +15)
A 5h00 le lendemain matin, la température dans la chambre est 1,9°C.

[ 1 i.'pr-jj:-u-h'

1n||]-.u-|-|'|:'-J:- e

| pet15
£ ‘hlll:.u.-—l'_:-"J. e or 1-_|._EJ.._|_|
lpre1s=e® 515 PORRR al3 JE
I a.'r .'-..-_-_.|_5.:r..|_-| sl fpr=20 J[I--E-{.--IE
solvel20-¢°-15,d c<hal35)
sr=e’ 1T g as) =35 &F 1-15
fpr=35- 4" *—18)=1 and =16 16=15 #¥15
sotvel6-35- &¥-15.4] H.%'
5|

E-r 1] r
[ —15[k= |
i ER 15}k 1n| _| a !-5-:“'|—|r|
135/

24 5500 Je lendemain matin, an a 1=

3 i ipr=1. 80775
Ipr=35- |-_- 15{t=6.
"
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2.9 Posons =0 a 6h20, au moment ou le coroner mesure la premicre température. Et
prenons le temps ¢ en heures.

On a donc 7(0)=29, T'(1)

:28,TA:21:2—€:1€

On cherchera ¢ pour que la température soit 37°C.

t
On trouve T () = 21+8(%)

T(1)=37 si 1=-519089.

(r-21)

M. de la Malchance est donc mort vers 6h+20min—5,19h, ¢’est-a-dire 1h08min33s.

e  __________________________________]

pr . ‘
du=| kdv
u—21 0

29

ar
solve|ln E]

=k t,ipr|

©Les intégrales définies nous permettent d'éviter la constante C.

ipr-21

8

In

]:k.t

pr=8- i

solve(tpr=8- ek. r+21\t=1 and tpr=28.k) F=In| 7
pr=8- ek. [+21\k=1n % o= |1 f+21
[ _nl2)
solve|s- | L +21=37¢ = 7]
! In|—
8]
1 1="5.19089
solve|8- |—| +21=37¢
6+224-5.19089 114244
60
1.1424433333333-1 0.142443
0.1424433333333 60 8.5466
8.546599999998—-8 0.5466
0.546599999998" 60 32.796
|
2.10 On prend ¢ en minutes : 7(0)=25, T'(1)=50, T'(2)=73,T, =77 :
dT
—=k(T-T,)
dt
Avec les calculs présentés ci-dessous, on trouve 7, =337,5°C.
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o ] ¢ |.4
die=| kdv

20w a mis des valeurs abealues poor nous aider § remangoer que TA e sdrement > Tpe puisqu'on parle dun four lehasd); o TAZ25 aussi,

@Donc on peut simplement enlever lex valeurs absoluwes,

|.!u—.l}'.u'|]=k ;
ifa-

25

In L k-1 llllw. =& I
L fa—25 | | =25 |
snlve In|m ":"'5;# :.r,w' tpr=ta~{ta-25). ki
| o235 |
aous avrens 2 dquatioas, qui nous feqont détermaner la valeor de K et celle de TA,
rq!:-{_w-m-ll‘u-}S]rekh I|!-'1 and fpe=50 5|}-I‘r¢-ek'1ra-ﬁ:|
o 2 tp=tir—|ta - 25 o Ged o =T S 23]
solve [eat .{rrrj"sll fe=In E} e
o2 125 2
e [l"i'f '{‘"‘kzll he= DL DEE3ED and w=337.5
il |
e " ;
ipﬂ—ra—lm—ifr]-ab :Hr—lnlE am m—GTTJ 25 E'r
125 2 G715 .E'SII
2 2
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Section 2.2 : équations linéaires, désintégration radioactive

. . 4 . . .
2.11-a) En isolant la dérivée, @ =—y- 3 on voit que 1’équation est linéaire; on a

9
dx x x2

P(x)=— et 0(x) ==

b) Cette équation n’est pas linéaire a cause du x (variable dépendante) au

, . t
dénominateur dans —.
X

¢) Cette équation est directement sous la forme voulue : elle est linéaire.
P(x)=cos(2x) et O(x)= Z_f
e
3sin(¢
d) Onisole la dérivée : ﬁ = E_ s1n( )
dt t 2t

—3sin (1)
2t

; I’équation est linéaire.

P(1)==> et 0(1)=

1
2.12-a) P(x)= 1 = u(x)= ej;dx =x
X

y-x=I4xdx=2xz+C = y:2x+%

b) P(t)=—6 = u(t)=e_6t

X'e_ét _ Iloe—& Sin(Zf)dt = ?e_& (COS(2I)+3SiH(2f))+ C

X = %l(cos(Zt)+3sin(2t))+ Ce¥

¢) P(t) =4 = u(t) e¥
ie=|edeMdt=—e"+C
i=Ce ™ —e™

i(0)=5 = 5=C-1 = C=6 = i=6e "¢

d) P(t)=5 = u(t)=¢"

Chantal Trottier mai 2019
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e)

f)

g)

2.13-a) variables séparables : 4xdx =

b)

c)

i-e” =.[e_5t~65tdt=t+C

i=t-e+Ce™

i(0)=0 = 0=0+C = C=0 = i=te"

dy 3 3 3
b —=2 P = = =

dx+yx = (x) ; u(x) X
y-x3=.f2x3dx:%x4+€ = y=%x+—xc;

dr, (2)_ 2 L
dx+y(xj—xe = P(x)—x = u(x)—x2

y%zj.xzexx%dxze“r(f = yz(ex+C)x2

%—%y:tzcos(t) = P(l‘)=_72 ;
yizzj.tz cos(t)%dt:sin(t)JrC = y=£ (Sin(t)JrC)
t t

W)=3 = 3:”72(1+c) = =12

n
y=1t (sin(r)+%—lj
n

2

dt = 2x2=larctan(£j+C
> +4 2 2

linéaire, P(H) = _?2’ Q(Q) _ 9320

1 1 036_20 -0 1 20
U(G)ZH—Z — 1”9—2:.[0—26110:(———}6 +C
2934‘02 20

r=C-0%- 2 e

linéaire : P(x)=-2,0(x)=4cos(3x) = u(x)= e

ye = .[4e_2x cos(3x)dx = %e—zx (3sin (3x)~2cos (3x))+C

Chantal Trottier mai 2019
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d)

e)

f)

g)

y= %sin(3x)—%cos(3x)+ C-e**

1inéaire;%+2ooz'=1100 = P(t)=200,0(¢)=1100 = u(t)=e*"

. 2001 IllOO 2000 g, _ 21 Q200 Lo i:%+C-e_200’

i(O):O = 0=£+C — C:_—ll — l-zﬂ(l_e—zom)
2 2 2
2
directementintégrable:z—;}:4 = Z_y:4x+cl = y=2x"+Cpx+GC,
x x

linéaire : P(t)= _Tl ,O(t)=sint = u(t) :% = x%z %sin (1)dt
Cette intégrale ne possede pas de primitive simple; nous utiliserons donc la
condition initiale :
M—ﬂ = jlsin(u)du
t 1 U
t t
L—E—ILSIH M=2+ lsin(u)dt
u

| 1 t

x(t):z.(mﬁsm(u)duJ

linéaire : %”1;)‘:0 = P(x)zl—iex ,Q(x)zO
Iljx,. dx 1n(1+e") C
=e ¢ = =l+e (l+e")=C = y=
u(x)=e e e =y ( e ) ¥ o
C 4
H0)=2 = 2=77 = C=4 = y=17%

2.14- On pose 0(0)=Q, avec le temps  en minutes; alors 0(20) = %QO puisque

In(2 ~t
‘;?_—kQ = 0=0""; k——2(0) = 0=, 2
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La quantité¢ disparue est (O, —la quantité restante: il en disparait 29% en 10

minutes, 75% en 40 minutes, et 98,4% en 2 heures.

oJeat ot
w]xﬁl.g-rkr—r =gt and r=0,c" egl
m]ve[r,r-ek' I-q'ﬂ.nj-:l =g e-k' k
.-.-:".q]'n.'l_dl.r,l =il 8 e 'r|r1""q—_::I aad r=20,k k= llill;ﬂ
q—qﬂ'e-b;ﬁ—]n—m ;;
g=00-2
12 Terming
altli=a0-2 2
ai-gl1o.] 0. 292805 gl
qit—ql40. ) 075l
ai—gl120.) 0984375 gl
2.15- Si 15% se désintegre, alors il en reste 85%.
—kt 17 %5
O=0Qye " avec Q(15)=0,85Q0 = Q(t)=QO 2—0
On trouve que la demi-vie de cet élément est presque 64 jours.
wivcl - * qli=egll e-ls-'ﬁ-,kli -In EI
100 | e 20
15
127 £
der. 120 (115
| il | F=63.975
17| g0 ]
.mJ\'i:ITI'.' lﬁ ?Jl
u 4 %oo
2.16- O=0Qye " avec Q(200) =0,80, = Q(t) =0, g
Ca prend 1442,5 jours pour n’avoir que 20% de la quantité initiale.
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: i el
y}]\'e|ﬂ-qﬂ—gﬂ-f 0 k.ki lu|—J|
100 4l
200
].,|'E'| E
dor, N4l 200
il 8 = +
) 200 0 |E|
2 | r=1442.51
=
salve qﬂ-hl =02+ gl
| 15 |
—kt _%
2.17- O=Qye " avec Q(S 730) =0,50, = O (t) =Q,2 /3730
On trouve que I’animal est mort il y a environ 22933 ans.
solve|— - go=g0- & et Eki o Jnfz]
|2 5730
1 Aoy &
g=qiv e hk:...--.l“":' — L
5730 gmga-2 710
ot #=22933.2
solvel.0624 go=go- 2> 4

2.18-Soit Q la quantité de la substance. Alors le taux de variation de QO (donc la dérivée

de Q) est proportionnel a I’inverse de Q : 62—? = g
Ona que Q(0)=50, O(2)=40; on cherche ¢ pour que Q()=0.

Variables séparables : QdQ=kdt = %Qz =kt+c = 0°=2kt+C

On peut extraire la racine carrée pour isoler Q puisque Q est toujours positif.

0=2kt+C
0(0)=50 = 50=yC = C=2500 = Q=.2kt+2500

Q(2)=40 = 40=+4k+2500 = k=-225 = (Q=,/2500-450¢

2500-450t =0 = tz%z5,56

(Ca prend un peu plus que 5 jours et demi pour que la substance disparaisse.

2.19-Si on suit le conseil qui nous est donné et qu’on inverse les variables, alors on

.1 ., dx dx
considére plutét —=x+y = —-x=y.
dy dy

On obtient une équation linéaire, avec P(y) =—1 = u (y) =e” et Q(y) =y.
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Alors x-e_y=.[ye_ydy=(—y—1)e_y+C = x=Ce¢’—y-1, ce qui est

équivalent a la réponse donnée.

2.20-Posons v=In(y), alors y=e¢’
L . dy ,dv
On calcule la dérivée pour effectuer le changement de variable : = =e =
X X

L’équation différentielle Z—y+ yP(x)=0(x)yIn(y) devient donc
x

evﬂ+ev P(x)=0(x)-e"-v

%—V'Q(X) =—P(x) est linéaire en v.
La solution est donnée par v-u(x)= j—P(x)-u(x)der C,ouu(x)=e
.[—P(x)~u(x)dx+C

u(x)

I—Q(x)dx '

Finalement, In(y) =

2.21-On est dans la situation du probléme précédent, avee P(x)=x" et Q(x)=2x.

En posant v=1In(y), on obtiendra I’équation ? —v-2x=—x

X
u (x) =e " et

x2+1 2

) )
v-ex=.[—x3~exdx: 3 e’ +C

2.22-Si x <2, on résout I’équation %+ y=1avec y(0)=0.
x

linéaire, avec P(x)=1, donc u(x)=e"

y-e =jexdx=ex+C1
¥(0)=0 = 0=1+G = G=-1 = yp=l-¢™.
Ce résultat nous donne que y(2)=1-e7; c’est la condition initiale que nous

utiliserons pour résoudre 1’équation Z—y+ y=0 quand x> 2.
X

y-ex=.[0dx=C2 = y=C-e”

2—x —Xx

y(2)=l—e_2 = l-e?=Ce? = C=e-1 = y=e""-¢
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Section 2.3 : équations exactes

2.23-a) a£=3[1+2xy2J=1+4xy
X

oy oy\x
N o , 1
a—a(ln(x)+2x y)—;+4xy

Les 2 dérivées partielles sont égales, donc I’équation est exacte.
V(x,y)= Il+ 2x y* dx+c(y)= yln(x)vtx2 y? +c(y)
X

8(y1n(x)+x2y2+c(y)) doit

Oy

La solution est yln(x) +x?y?=C

b) aMZG(y3+e_x—xe_x)

2 _ aN:8(3xy2)

oy oy

=32 =L
Y Ox Oox

L’équation différentielle est exacte.
V(x,y)= j(y3 +e " —xe_x)derc(y) =xy’ +xe™” +c(y)

8(xy3 +xe_x+c(y))

oy
xy +xe ¥ =C

oM 8(2x2 +2xy)

oy oy
L’équation est exacte.

=2x

doit

=3)cyz+c'(y)=3)cy2 = (y)=0

ON 8(x2+y2)
g: ox

V(x,y)zj(2x2 +2xy)abc:§x3 +x2y+c(y)

8(§x3 +x2y+c(y)j

oy

doit
(0] 2 2

=+ (y) =274y = d(¥)=) > c(y)=

§x3+x2y+§y3 =C, = 2+3x'y+y’=C

oM 0(8vsin (2u)+2u)
ov ov
L’équation est exacte.

d)

N _ 0 (—4 cos (2u))

Sll’l( Ll) y o

V(u,v) = j(Svsin(2u)+2u)du +c(v) = —4vc0s(2u)+u2 +c(v)

Chantal Trottier
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8(—4\/(:0s(2u)+u2 +c(v)) doit

= =—4cos(2u)+c'(v) = —4cos(2u) = '(v)=0
A%
u2—4vcos(2u)=C

e) L’équation doit étre réécrite : 4x"y dx + (x4 —4y° )dy =0
3 4 3
oM 8(4x y) 4 N 8(x -4y )
oy oy ox ox

L’équation est exacte.
V(x,y)=j4x3ydx+c(y)=x4y+c(y)
0 x4y+c(y) doit

—( 5 )=x4+c'(y):x —4y3 = c'(y)=—4y3 = c(y):—y4
La solution générale est x*y—y* =C

y()=4 = 1*4-4"=-252=C

y4

4

—x*y =252 (Nous avons changé les signes...)

I1 faut réécrire 1’équation : (y +cos(x+ y))dx + (x+ cos (x+y))dy =0

M _ 8(y+cos(x+y)) :l—sin(x+y):a—N: 6(x+cos(x+y))
oy oy ox ox

L’équation différentielle est exacte.
V(x,y)=j(y+cos(x+y))dx+c(y):x-y+sin(x+y)+c(y)
Ol x- 1 doi
(x y+s1n(ax+y)+c(y)) =x+cos(x+y)+c'(y) =tx+cos(x+y) = '(y)=0
Y
x-y+sin(x+y):C

y(0)=77 = 0-%+sin(0+%}=0+%=€

x-y+sin(x+y)=

N | —

) aM_a(et(x—t)):et:a_Nza(H—et)
® T o a o
Donc I’équation est exacte.

V(6x)=[(e (x=1))dt+e(x)=€ (x+1-1)+c(x)
ﬁ(et (x+1—t)+c(x)) doit

p =e +c'(x)=et+1 = c'(x)zl = c(x)=x
X
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et(x+l—t)+x=C

8M:6(_xy+2y2) ON 8(x2—2xy)

2.24-a =—x+4 —=——"=2x-2
) oy oy 4 ox ox 4
aﬁ—a—N=—x+4y—2x+2y:6y—3x
oy Ox
oM _oN
d Ox _ 62y—3x _3 N u(x)z%

N x“=2xy X X

. . - 1 .
L’équation devient [_y 122 |dx+ (— -2 %J dy =0, qui est exacte.
X X

X X X
y_ ¥
0| ==+
[x X2 C(y)) 1_21—'_0’( )diitl Y C'( )_0
oy x P Y= x X )=
2
Yy Y
2L _¢C
X x2

Si on résout en séparant les variables, on a
y-(—x+2y)dx—x-(2y—x)dy=0

ydx—xdy=0 si 2y—x#0

1 1 1
—dx=[—dy,(x#0,y#0 1 k=1 X=y, ct—
jx x Iyy(xi y#0) = In(x)+k=In(y) = c-x=y c#

On peut vérifier que la solution y =cx satisfait la solution que nous avions trouvée
avec un facteur intégrant :

2 2.2
X—y—Z:C, avecy:cx:ﬂ—czc —c—c*=C
X X X X

b) (x2+y2)dx—2xydy:0
2, .2
8M_a(x Ty )_2 8_N_8(—2xy)__2
oy oy 4 ox ox 4
oM ON
———=2y+2y=4
PR
oM _oN
oy Gx: 4y :—_2 N u(x):iz
N -2xy X X
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32
L’équation exacte est [ de 22 dy=0
x*

V(xy)= I[H—Zde x—y—2+c(y)

X

x——+c
[ J doit_2y

= —— ! :0
+c x ; = c(x)

oM _ 8(y1n(y)+yex)

c) & & =In(y)+1+e"
a_]v:a(x+ycos(y)):1
ox Ox
aa—A;[—aa—])\C]:I (y)+1+e" —1=In(y)+e”
oM _oN
d 0 In(y)+e" 1
y ox _ n(y)+e —=— = u(y)==
M yIn(y)+ye' v
L’équation a résoudre est donc (ln(y) +e” ) dx + (f +cos (y)j dy=0
y
V(x,y)=.[(1n(y)+ex)dx:xln(y)+ex+c(y)
8(x1n(y)+ex+c(y)) X doit
=—+c'(y) = —+cos(y
. Lhe() Drcos(y)
= c'(y)=cos(y) = c(y)=sin(y)
xIn(y)+e* +sin(y)=C
o2t —e* o2t
d) 8M= ( ):_262x—t a_NZ ( ):—4t
ox Ox Ot ot
M _ON __perxt gy
ox Ot
oM ON )
o ot At=2e 2x
xN t_2t =2 = u(x):ez
En multipliant par le facteur intégrant, on obtient 1’équation
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(2te_2x —e! )dy 2% e dx =0
V(t,x) = I(Zte_zx —e_t)dz‘ =2 P 4! +c(x)

a t2 €—2x _I_e—t +clx doi
( - ( )) _ —2t2€_2x + C’(X) =t_ 2t2€_2x = C'(x) =0
X

e el =C

oM 8(—2ezx cos(2y)- yze_4x)

e) . = > = 46> sin(2y)—2ye_4x
o(e* sin(2y)+ye™
88_])\672 ( (Gx) )=2ezxsin(2y)—4ye4x
aa—A;[—aa—])\C]=2e2xsin(2y)+2ye4x
oM ON
A~ A 2x : —4x
o o 2Tt
N e“"sin(2y)+ye "

L’équation devient (—2e4x cos(2y)- yze_zx)dx + (e4x sin(2y)+ye ™ )dy =0

V(x,y)= .[(—264)‘ cos(2y)—y2e_2x)dx = _?164)‘ cos (2y)+%y2 e ¥ +c(»)

8(215” cos(2y)+;y2 e +c(y)j

oy

X

= sin(2x)+ ye c'(v)
doit
e sin (2x) +ye +c'(y) = et sin(2x)+ye_2

X

= '(y)=0

_?le“ cos(2y)+%y2 e =C

u 02240 N _0(2xy+x)

=4y+2 =2y+1
D oy oy 4 ox ox 4
oy Ox
oM _OoN
o ox _ 2y+1 1 = u(x)=x
N 2xy+x  x

L’équation exacte est (2x y2 +2xy+ 4x° )dx + (2x2y +x° )dy =0

V(x,y):.[(zxyz +2xy+4x3)dx:x2y2 +xy+xt+e(y)
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ax2y2+x2y+x4+cy doi
( ())=2x2y+x2+c’(y) Z2dyax’ o d(y)=0

0y
La solution générale est x>y +x*y+x*=C
y(1)=1 = PrP+P1+1"=1+1+1=3=C

x2y2+x2y+x4 =3

2.25-11 faut commencer par écrire I’équation avec des différentielles :
(yP(x) —Q(x))dx+dy =0

o(yP(x)-
o _owP)-0())_py v _o)_,
oy oy ox  Ox
Les deux dérivées ne sont pas égales, donc 1’équation n’est pas exacte.
oM _OoN
aﬁ—6—N=P(x) et O :P(x)zP(x) = u(x):ejp(x)dx
oy Ox N 1

Le facteur intégrant est bel et bien celui que nous avons utilisé dans la section sur
les équations linéaires.

2.26-a) On multiplie I’équation (2y2 +3x y)dx + (4xy +3x7 )dy =0 par x"y".
Le résultat doit étre une équation exacte.
(2xny2+m + 3x1+ny1+m )dx + (4xl+nyl+m + 3x2+nym )dy =0

0 2xny2+m + 3x1+ny1+m
oM _ ( ):2-(2+m)x"yl+m+3~(1+m)xl+"ym
oy oy

P 4xl+nyl+m + 3x2+nym
aa—]:= ( = )=4-(1+n)x”yl+m+3'(2+n)x1+"ym

Alors 2-(2+m)x"yl+m+3-(1+m)x1+"ym ==4-(1+n)x"y1+m +3~(2+n)x1+"ym
Donc il faut que 2(2+m)=4(1+n) et 3(1+m)=3(2+n

solve({y (2+m)=4' (1”]% ’ { m\n })

3- (14m)=2 (2+n

m=2 and n=1

Le facteur intégrant est donc x- y*
b) (2xy4 +3x% )7 )dx + (4x2 ¥ +3x° y? )dy =0 est exacte.
V(x,y) =.[(2xy4 +3x° y3)dx :x2y4 +x3y3 +c(y)

o( Xyt +x°y  +e(y “
( P ( ))=4x2y3+3x3y2+c'(y) =[4x2y3+3x3y2 = c'(y)=0
4
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x2y4+x3y3 =C

8( +2yJ
2.27-11 faut que oM A XFY = - 5
oy Ox (x+y)
Donc M(x,y)zja j 2 y— +k(x) ol k(x)est n’importe
x+y +y

quelle fonction qui ne dépend que de x.

L’équation est donc ( ! +k(x)jdx+( ! +2y]dy:0
x+y X+ y

Calculons sa solution :

V(x,y)z.[( ! +k(x)jdx ln x+y J.k dx+c(y)

xX+y
8(1n(x+y)+.[k(x)dx+c(y)) 1 doit |
= +c'(y) = +2y
oy x+y x+y

= c'(y)=2y = c(y):y2
ln(x+y)+jk(x)dx+y2:C

RETOUR AU DEBUT DU CHAPITRE 2
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Section 2.4 : changements de variables — homogénes et Bernoulli

X

228a)——e =g o edy=e"dx = & =" +C
dx e’
dy dv
b) v=x-y = y=x-v = —=l-—
) 4 4 dx dx
1_ﬂ:ev = ﬂ:1—ev = dv=dx
dx dx 1-¢"
v—In(e'—1|=x+c
( ) 1 dv '(1‘{1(8 V- 1)—v)

c)

x—y—ln(ex_y—l):erc 1-e¥

Prenons 1I’exponentielle de la réponse de b) et transformons-la pour obtenir la
réponse de a).

x=y

xe_y lzkex = ¢ V=ke (ex_y—l)

e —

e’ 2x—y . 1 e’ e' —e’ e x
—y=ke ket = —y=k —y—l =k S| en simplifiant les ¢* et en
e e e e

mettant sur un dénominateur commun.
Multiplions maintenant par ¢’ : 1= k(ex - ey) = l=ke' —ke’
1

ke =ke' -1 = eyzex—;

Et voila le travail! avec C = _?1 .

2.29-a) %=1+(Zj; on a donc bel et bien une fonction de X, et I’équation est
X X
homogene.
v=2 = F(v)=1+v = ! = ! =1
X F(v)—v I+v—v

b)

dvzﬁ = v=In(x)+C = X:In(x)+C
x X

y=x-1n(x)+Cx

dy _ / /

— ; donc I’équation est homogene.

dx 2x+3y 2x+3y/ 2+3/
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On aurait aussi pu utiliser notre calculatrice avec y =v-x. On voit que les x et les y
disparaissent, donc 1’équation est homogene.

1__:
L L}!:'L_- vy
2-x+3-y 3 v+2
v=>2 = F(v)===
X 3v+2
dv dx
———=— = In(3v+1)-2In(v)=In(x)+c
Py = ME)-2m() =)
ln(3Z+IJ —2ln(lj = ln(x)+c
X X
- |
FiLY y=vx L
2: x+3-y 3-vi2
v o ){‘) Terminé
3-y+2
A [K1’;71’ dv:J. i e 111(3-\«4—1)—2-ln(r)zln(x)—*—c
111(3- \&1)72' l11(\r'):1n(_1c)+d\r':Z lu(w)fz- In 1):1n(. )+
SRR ¥ X (x+3-y) ¢
A Inf=——=|-2-In|= =1n(x)+c ———
A=)
A (x (‘c+3-_}’) =e(‘_x)_y < (x+3-_y):ec-x‘y2
.}'2
A (x- (x+3-) =ec-x)- ﬁ +3- y—eC 2
» *
& oxpand S (‘HS'-y):eC'X'.Vz) x+3-y:ec'y2
I IIC IR i+i:ec
P expa.nd(%) y2 p
On peut donner la solution sous diverses formes; vous en avez quelques-unes ici.
e x (2N . \
¢) —=—+|—| :I’équation est homogene.
dt t t
1
yv=> = F(v):v+—
t %
d dt 1 2
— T -C o SVo(t)te = S=2In()+C
F(v)-v ¢ 2 t
d) Isolons la dérivée et remplagons y=v-x :
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4 = —(x+2v~x) = _(2V+1) ; I’équation est homogene avec F(v) =—_(2v+1) .
dx 2x+v-x v+2 )
1 ! -1 5 ~
dv—j;dx = ?ln(v +4v+1)—ln(x)+c

JoR

x2+4xy+y2=C

salve{us 2 v+ (2 wav) )i s v;:-—_":g' “‘_]} o y=ly
=
. clEews) Termuing
{2 T 1
w2
i 1 bR ]
i dv=| = drte "”*_“*'-I-!,,h].”
Avl=v x 2
| - i 1 l' 3 lI \
'|||':1"+-1' ‘H-l_l lithe =+ w41 )=-2- {]II':\." |']
e Y I o e
\ 2 I
[z x A
i el"l” e "'"1}='3'[|ﬂ[¥]‘*’}|.--: i Rl RO
3 o o
[ Fage n-_v-r_vz e 2] g '|'_H_P1_E-1I ¢

Fis) |._......_.................u..._.| .'3
- 2
| - e |

d J :
e) d_y = 64 + Z; I’équation est homogeéne.
X

y=2 = F(v)=e"+v
X

m:? = —e_vzln(x)+c = e_ézC—ln(x)

f)  Isolons la dérivée et remplagons y=v-x :

dy _x3+v3x3 _v3+1

= F(v). Cette équation est homogéne.

dx szxz h V2
3

y(l):O = 03=313'ln(1)+c.13 —~ 0=C
¥ =3x In(x)

_ -1
dx X ud r . .

g) EZ (7j +7J . Cette équation est homogéne; remplacons x=v-¢.
dx 1 -1 1 v
a ) =)
dt ( ) l+v 1+2
v
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2
t
— - In

1
+—=In >
2x

-1
n(") 2,2

(1)+C =

G):m(mc

Il faut insister un peu sur la calculatrice pour dire que In (ij = ln(x)—ln(t) , afin
t

de simplifier; en fait on effectue cette modification manuellement.
2

On arrive a la solution t—z—ln(x) =C

2 | |2 ey Inl)- I.l . A )
& pxpanit] —— -
I

2 I

2

3 —|:In[.1:|—ln{£}]-ln{ﬂl—f

= ;
~Tnbxf=lnls)=c

&

1efy)

Inlgl=

| 2 X

¥

a3
¥+
Termind
dEEE L e
w-;,,[,]ﬂ.
2t
2 i
5 ~tn| = |-+
e _"2 el
2
!||[r:|+ L —In[a:l-]u[r]-ir
2 J\.'2
~Inlx]=c

p
™

2.30-a) n=5 P(x)z—l Q(x):x
l-n=—4 v=y*

L’équation devient ? +(—4)-(-1)v
x

u(x)=e4x = ve4x=J.—4x-e4xdx=[—x+%Je4x+C

(—4)x , qui est linéaire.

d—y—yzxy2 = n=2 P
dx

lI-n=-1 = v:y_1

b)

(x) 1 Q(x)zx

X

. : . dv
L’équation devient I +v=—x = u (x) =e
X

y-e* =.[—x~ex dx:(l—x)eerC
l=1—x+Ce_x
Y
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c) %+x=3etx2 = n=2 P(t)=1 Q(t)=3¢
l-n=-1 = v=x"

t -t

11 faut résoudre %—v =-3¢ = u (t) =e

vee' =[-3dt==3t+C

1

—=(C-3t)e

Lo (e

d y-xy=—xy' = n=-1 P(x)=-x Q(x)=—x
l-n=2 = v=y2

2

—X

On a a résoudre ?—2xv=—2x = u(x)=e
X

2 2 2
ve * =.[—2xex dx=e" +C

y? —1+Ce"

dx

ve * =j—ex e tdx=—x+C

1 1 e

—=(C-x)e* = y=—— = y=

y ( x)e 4 (C—x)ex 7 C—x

dy 'y 5 -1

= =5 P(x)=— =—1
h dx 2x o= on=s (x) 2x Q(x)

l-n=—4 = v:y_4

@+zv=4 = u(x):x2

dx x

2.31-a) Posons v=x—-4y+2.
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b)

11 faut calculer la dérivée, par rapport a x : ﬂ:1_4d_y = d_y 1 1dv
d. dx dx 4 4dx
Alors I’équation devient l—lﬂzv2 = ﬂ=1—4v2
4 dx X
variables séparables : dv=|dx+c
P I1—4v2 J
—llnizv_lJ=x+c = 2v_l:Ce_“x
4 2v+1 2v+1
2x—-8y+3 _ e
2x—-8y+5
Ici on peut poser v=2y—x+4.
Alors Doy o L 1dv 4y
dx  dx dx 2 2dx
1, ldv_4-v dv_2(4-v) . 8-3v
2 2dx v dx v v
—(81n(3v—8)+3v)
dv=x+c = =x+c

~[8—3v 9
81n(3v—8)+3v=—9x+k = 81n(3v—8)+3v+9x=k

T (3v-8)' =C = 2 (6y-3x+4) =C

On pourrait multiplier par e 2, qui est une constante, pour obtenir

PR (6y—3x+4)8 =C,

Et puisque (6 y—3x+ 4) est exposant 8 (pair), on peut le multiplier par (—1) :

e (3x -6y —4)8 =C,; c’est la réponse qu’on aurait obtenue si on avait posé le

changement de variable v=x—-2y, au début, au lieude v=2y—-x+4

2.32-a) On va utiliser v au lieu de u.

b)

Avec v=y" et v =", I’équation y"'+ )" =3x-5 devient v'+v=3x-5
Cette équation est linéaire, avec P(x)=1et Q(x)=3x-5 = u(x)=¢"
ve—j (3x=5)dx = v-e'=(3x-8)e" +(

Y'=v=3x-8+ce " = y:%x2—8x+Cle_x+C2

Ici aussi on va utiliser v au lieu de wu.

L’équation donnée devient 1V +v=4—x.
. 1 4
v'+lv=i—1 est linéaire avec P(x) =— et Q(x) =—-1 = u(x) =X
X X X X
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1 , 1 C
v-)c=I(4—x)dx:4x—5x2+C1 = y=v=4—5x+71
1 C 1
y=J.(4—§x+7ljdx:4x—Zx2+Clln(x)+C2

1 1

2.33-a) d—y——y=2£; Bernoulli avec n=-1 P(x)z_— Q(x):2x

234-a) y=v-x =

dx x y X
l-n=2 = v=y2
dv 2 1

a—;v=4x — M(X):?

xlz:,[%dx:‘“n(x)J“C = v=)° :4x21r1(x)+Cx2

-1
homogene : G =Xy 2(Zj
dx x X

dv  dx v .l 1 5
O i i M A
2
11_2:41n(x)+C = y2:4x21n(x)+Cx2
dy 1 x* 1 2
a_; :7 n=-2 P(x)z; Q(x)zx

a—;v=3x2 = u(x):x—3
v 3
x—3=I;dx=3ln(x)+C

v=y’ =3x ln()c)+Cx3

3=y 1n(x3)+Cx3

<
I

d_y:v-x+x:v_+1:F(v)
dc v-x—x v-1

.[F(‘}l)_vd":.[idx = %lln(vz—2v—1):ln(x)+c

Multiplions par —2 et prenons I’exponentielle : v> —2v—1= —
x
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yz—2xy—)c2 =C

b) Cette équation n’est pas a variables séparables; elle n’est pas linéaire; elle n’est pas

Bernoulli.
Elle est exacte : (y+x)dx+(x—y)dy:O
8M:8(y+x):1:8ﬂ:8(x—y)
oy ox ox ox

1
V(x,y):I(y+x)dx+k(y):xy+5x2+k(y)
8(xy+;x2+k(y)j it q

& =x+k'(y)=x-y = K(y)=—y = k(y)z;y2

1 1 . .
X y+5x2 5 y? =K , qui est la méme solution que celle obtenue avec homogéne,

mais changée de signe.

dy _y+2x
dx y-2x
dy _v.x+2x _v+2

¢) Cette équation est homogene :

y=v-x =

=F
dc v-x-2x v-2 (V)

jﬁd\/z[%dx

3%((@—17)1n(2v—\/ﬁ—3)—(\/ﬁ+17)ln(2v+\/ﬁ—3))=ln(x)+C
2y—(\/ﬁ+3)x 2y+(\/ﬁ—3)x
In X - X

(Vi7-17) (V17+17)mn

o =In(x)+C

2.35-a) Considérons Z—y =u,(x)y* +uy (x)y+u;(x), et posons le changement de
x

) 1 . .
variable y =y (x)+—, ot y,(x) est une solution de I’équation de départ.
\%

d
Alors, en dérivant le changement de variable, d— = M — izﬂ
dx dx V- dx

On remplace dans 1’équation initiale, en écrivant u; au lieu de u;(x) et y; au lieu

de y, (x), pour simplifier I’écriture :
2
1 1 1
@__ﬂ:ul '(yl +_J Ty '(y1+—j+J’3
v v
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b)

. d . .
Mais % =u- yl2 +u, -y, +u;, puisque y, est une solution.
X

V2 dx

Développons le membre de droite :

2
2 1 dv ( 1} ( lj
Donc u;-y," tuy -y, +usy — =up-| yy+—| tuy-| yI+— [+
v v

1 dv y 1 1
U -y12+u2~y1 +u3__2d_:ul -(y12+2—1+—2j+u2 ~(y1+—}+y3
V- ax vV v %

1 dv y 1 1
2 2
Vv dx v V y

On peut simplifier :

—izﬂ =2u, Ay u; Lz+u2 1
V- dx v v v
(Ca va bien. On multiplie par —?

ﬂ——Zu- VU Uy YV = ﬂ+(2u- +u )-v——u
dx 1N 17 x AL 1

On a donc une équation linéaire avec P(x)=2u; -y, +u, et O(x)=-u,

d . . S
&y _ y2 —2x y+(1+x2) est une équation de Riccati, avec u; =1, u, =-2x et
dx

Vérifions que y; =x est une solution :

Oui on a bel et bien 1=x* —2x> +1+x7, et ¥, =x est une solution de 1’équation
différentielle.

) 1 : . \
Donc on peut poser le changement de variable y = x+—, ce qui nous amenera a
v

—+v-(2-1-x+(-2x))=-1

La solution générale est y = x+
-Xx

RETOUR AU DEBUT DU CHAPITRE 2
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Exercices de révision

2 2 X 2 2 2 2
2.36_a)d_y=& - dy _2x N d_y+y= al
dx e’ dx ¢ dx e’
. o, 2x’
E. D. linéaire, avec P(x)=1 etQ(x)= )i
e
v 2x* 2x’
/,t=ejld =e' = y-e'= ix-exdx:%+(f
e

y= §x3e" +Ce™

dy x+2y dy
b x+2y)dx+xdy=0 = (x+2y)+x—=0 ——+—==0
) ( y) 4 ( y) dx X dx
1+2_y+ﬂ:() = d_y+£

x dx dx x

E. D. linéaire, avec P(x) = 2 et Q(x) =-1
x

= y=-1

fgdx 2 2 2 —x°
H=e X =x = yXx =.[—1'X dX=T+C
_—x C

) xzydx+(l+x3)dy=0

x2

les variables sont séparables :

1. 1 3 3
1+x3dx+;dy_0 = gln(x +1)+ln(y)—c

C

(1)

= (x3+1)%'y:C = y=

d) xy+y=x>,avec y(1)=2

on divise par x : ' +2 = x; cette E.D. est linéaire, avec P(x)= 1 et O(x)=x
X
! 3
—dx
u=e* =x = y-x:jx-xdx=%+C
I’ 5 25
=2 = 2d=—4C = C=2 = x.p=242
r() 3 3 ERE

3xy=x3+5

e) & Vdx+e Fdy=0 = e Vdrt+e’ e dy=0
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ere—y eye—Zx

4 2
o St =0 = erde+edy=0
e e e e

E. D. a variables séparables :
= %e4x+%ez)’ ¢ = Y422 =C

f) (1+e®)dp+2pe2®d®=o

E. D. a variables séparables :

20
Lap+ 2 5d0=0 = In(p)+2¢°-2In(e® +1)=C

Joj l+e

= 2%+ Lz =C
(e®+l)

g) t —+1=0
E. D. directement intégrable; il suffit d’isoler la dérivée :
iy 1
>
2
- 1
d—f:%+ L= d—x:—er/7c1t+C2 = x=—+ﬁt2+C2t+C3
dt 3¢ dt 6t 6t 2

1 2
x=—+Ct - +Crt+C
o ! 2 3

h) »"=0,avecy(0)=1ety'(0)=2
E. D. directement intégrable :
y'=C; yl(0)=23C1:2 = y'=2
y=2x+Cy y(0)=1=Cy=1 = y=2x+l

i) (x2+l)(y3—1)dx=x2y2dy

2 1 2

. . 1 1
E. D. a variables séparables : il dx =2 d = x——+C= —ln(y3 —1)
2 y3 -1 X 3

X

dx_2xt—x4 dx 2 -1 4

—_—— X=—X

i —= = X
1) dt 342 dt 3t 342

4 _2 _1
E. D. de Bernoulli, avec n=4, P (t)=— et t)=—;
(1) 3 Qi (1) 32

alors 1-n=-3 et onpose v= X
-2 2 -1 1
P(t)=-3-—=—ctQ(t)=-3-—=—
()=-3- =2 et 0() =3 3=
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<, dv 2 1 . o,
On a a résoudre —+—v = — > qui est linéaire.

dt t t
2
Zar 1
u=ejf = = v-tzzjtz-—zdt=t+C
t
1 C 3 1 C
V:—+—2 = X :—+—2
t t ¢

k) (ey+x+3)y'=l
Cette E. D. n’est pas a variables séparables, ni linéaire, ni Bernoulli, ni homogeéne.

dy

On remplace donc y' ===, puis on multiplie par dx : —dx+ (ey +x+ 3)dy =0
X

i(—1) =0, i(ey +x+ 3) =1. Pas exacte; on cherche un facteur intégrant.
oy ox

dfoN_oM|_1-0_ (»)

M\ ox oy -1 gV

L= ej—ldy eV

-’ dx+(l+xe_y +3e_y)dy =0 est exacte.
V(xy)=[-e¥or=—xe+k(y)

xeV+k'(y)=l+xe " +3e” = k'(y)=1+3e” et k(y)=y—-3¢™”
—xe ' +y-3¢V=c = ye'-3+Ce’=x

D ﬂz—k(i—lOOt) = ﬂ+ki=100kz‘
dt dt

E. D. linéaire, avec P(t)=k et Q(¢)=100k¢
100 s

M(l‘)=ekt = iekt:IIOOktektdIIIOOtekt_ P +C
i:IOOt—%+Ce_k’
i(0)=0 = 0=, ¢ o 190

k k
i =100~ 190 100 i

ko k
237-a) B -1

dt  s+it+1

Cette E. D. n’est pas a variables séparables, ni linéaire, ni Bernoulli, ni homogeéne.
Ecrivons-la sous la forme différentielle :

dt—(s+t+l)ds=0
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oM _o(l) _, o _0(=s—t-1)

=——== = =-1
0s Os Ot ot
On va chercher un facteur intégrant.
oM _oN
os o _0+1 [-g(s)ds
= =l=g(s) = u(s)=e =e
00 _gs) = u(s)

e dt—(s+t+1)e ‘ds=0
V(t,s) =J'e_s ~(—s—t—1)ds =e " -(S+t+2)+c(t)
o(e - (s+t+2)+c(1)) do

5 =" +c'(t) =’ = c'(t)zO
e_s(s+t+2)=C

y
b) y'= 64 +2
X
E. D. homogéne; on pose v = 2
X

Alors F(v) =e +v

jF(vl)—vdvzjidx = —e zln(x)+c

. A
ev+ln(x)=C = e x+ln(x):C

¢) Enposant que x>0 et en divisant par x, on peut réécrire 1I’équation :

d L5 - ,
2 Z+ 1+y—2 ; cette équation est homogeéne, on pose v = 2
dx x x X

Alors F(v):v+\/1+v2
.[ ! dvzjldx = ln(\/v2+1+v):ln(x)+c
X

F(v)-v

[ 2
W +l+v=C-x = y—2+1+Z=C-x
x x
i+t +y=C-x*

d) équation de Bernoulli, n=3 P(t)=2¢t Q(t)=r
2

l-n=-2 = v=x"

%+(—2)-2tv=(—2)-t3 = u(t)=e?
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g)

h)

200 +1 ,p
—e

v-e_Zt2 = J.—2t3e_2t2 dt = +C
4
2
v:iz: 2t +1+Ce2t2
x 4

1+x° %z)czy+x2 = (1+x° %:xz(ywtl)
x2

1
variables séparables : ——dy =
y+1 J1+x°

Les variables sont séparées; on intégre : In(y+1)= %Jl +x> +C

dx

r_ Q_ — 2
Y=y(xty) = ——-xy=y
équation de Bernoulli, n=2 P(x) =—x Q (x) =1

l-n=-1 = v:y_1

)CZ
ﬂ+x.v=—1 = u(x):e 4

X
2 2
v-e 4 = .[ —e 4 dx+C Pas de primitive simple.
v:lze_ %.[ex%dx+Ce_x%
Y
dy 2

y'=x(x+y) = a—xy=x

)
linéaire, avec P(x)z—x et Q(x)=x2 = u(x)ze xé

) 2
y-e /%= .[x e 72dx+C Pas de primitive simple ici non plus.

y= ex% sz e_x%dx + Cex%

(¢ +5)ds+ (25247 )de =0, 5(3)=0

ﬁ(tz +s) =2t =£(25t+t2)= 2t
ot Os
I’équation est exacte.

V(t,s)=.|.(t2 -I-S)dS =12s+§+c(z‘)

Chantal Trottier mai 2019 57



doit
=2s+c'(1) = 2st+7 = (t)=t

8[t2S+S22+c(t)]

ot

2

t3
= C(t):?

solution générale : °s +%S2 +lt3 =C
s(3)=0 = 320+%02+%33=C = C=9

z‘2s+%s2 +lt3 =9

. dy 2
i —=1-(x-
) o= (ay)
Cette E. D. ne correspond a aucun des types étudiés dans ce chapitre. Il faut
chercher un changement de variable.

On pose vzx—y;oncalculeladérivée:ﬂz _Y = d—yzl—ﬂ.
dx dx dx dx
Effectuons ce changement de variable : l—ﬂzl—v2 = ﬂ:v2
dx dx
Variables séparables : izdv=dx = _—1:x+C = =x+C
A v X=y
y(0)=1 = ﬁ:ow = C=1
1
=x+1 = (x+1)(y—x)=1
- (1) (=)
. dy e dy ¢
IS = -
dx y dx ye’

équation a variables séparables : ye’ dy=e"dx = (y-1)e’ =e"+C

oM 0 4 3 ON 0 3 3
k) —=— =4 —=—(2xy -1)=2
) oy Gy(y ) 4 ox Gx( Y ) 4
Cherchons un facteur intégrant.
oM _87N
oy Ox 4y° —2y% 2 [-e()ay 1

y2 dx + (2xy —%J dy =0 est exacte.
y

V(x,y)=jy2dx=xy2+k(y)

Chantal Trottier mai 2019 58



8(xy2+k(y)) doit 1 1 1
oy y »? y

xy2+l=C
y

d’y 1d
D S oyg(-x)
dx” xdx
Nous sommes en présence d’une équation différentielle d’ordre 2 dans laquelle la
fonction y n’apparait pas. Posons % =v.
X
) d* y dv s e )
Ce changement de variable donne el = o et on peut écrire I’équation :
X x
dv 1

&y =4(1-x).
dx+xv (1-x)

Equation linéaire avec P(x) = 1 = u (x) =X
x

v-x=I4(l—x)-xdx = v-)c=2)c2—§x3+C1

d 4 C

S

dx 3 X

On peut évaluer la constante a I’aide de la premiére condition initiale :
4 -2

y(1)=0 = o=2-1—§-12+c1 = C=~

dx 3 3x
Il reste seulement a intégrer pour obtenir y :

d—y=2x—ix2 2

y=x —gx3 —%1n(x)+C2

Utilisons maintenant la deuxi€éme condition initiale :
y(1)=3 = 3=r —%13 —§1n(1)+c2 = G, =29—2

y=x —gx3 —%1n(x)+%

RETOUR AU DEBUT DU CHAPITRE 2
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