Section 5.1 : Motivation et définitions

Section 5.2 : Propriétés supplémentaires et transformées inverses
Section 5.3 : Fonctions spéciales : échelon-unité et delta de Dirac
Section 5.4 : La convolution

Section 3.5 : Les systémes d’équations différentielles

Section 5.1

252

N

5.1-a) F(S) =

S — 8

(t2 —1)~e‘”dt=

b) G(S) = jt‘e_”’ e dt =
0

1

s+a)

2

—

O H(s)=[t-sin(or)e ™ di=—2

2
0 (s2+a)2)

Calculs pour le numéro 5.1 :

i | ! 'I:s]—‘ll'
[ e ¥t {rz—l.ljlldqﬁ‘:»f,'l 3
0 3
. _ 1
Fi} |"|. d @i = 5 £_||ll‘|5"'"“ l:s +|:J':3
0
| |
- ginli g+ ) P T
D.: ainlws o+ & 5= ls-_ﬂ."]
3 0 2 e—3S
5.2-a) F(s)=|2e*"dt+|(5-t)e* dt==~
) F)=] J=1) A

b) G(S)=j‘(4—t).e-stdt+j'3e—sldt+of(9_t),e—szdt_i_i+(§+L)€_4s_e-6s
‘ 4 6 N 52 N S2 S2
O F(o)=[e dre fuin(e Lo 2ot
0 z s (sP+1 s
2

Calculs pour le numéro 5.2 :
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3 - el
[ l} o r]dﬂ_[ |.{":—I.}- o ;:IIIEESZ'*D %
i} 3 5
J*ron‘mcl '5'5,[3,&_53'3 l]l E_E-jls
jE . 3 s2
[+ 6 X7 N o] et
pmpFracJ {[4--:]- e¥ !_|a.r I-I {3- e I:In.r-l-[ {[9--:]~ e !}drwhﬁ %4'% cei S_E_g-é_%
] 4 & | L 5 5
E - . | s _ll_e;‘z_*__l
e | ban e Yaris=o ||_53_1 ’|| 4
a b
1 1 4 7
5.3-a) £{4-T1}=4L{1}-TL{t}=4—-T5=—-— PletP2
s s° s s
b) ${2sin(5t)}—§£{6cos(5t)}:2 S 6 _10=6s P6 et P7 avec o =5
s*+25  sT425 sP+25
¢) {27} +3%{tsin(41)} =2 Ly 28 2, 24
SE(sP416) ST (57 +16)
P4 avec a =3 et P10 avec w =4
1 3 4 6
d) Ll 2%l sin(3t)l =4 ) _ _
) { € } {e sm( )} s—2 (s+2)2+9 s—2 s*+4s+13
P4a=-2 etP8a=2ctw=3
3! 1 5 12 4 5
P28V -Plare ™ + L5V =2——4 422 2
e) { } { € } { } S3+1 (S+3)2 s S4 (S+3)2 s
P3 n=3,P5a=3c¢tP1
2 2 1 1 4
D gg{e }_D(B{e }_s—z_s+2_s2_4
P4 avec a =—2 pour e eta =2 pour e
g) 58{(1+e’)2}=§£{1+2e’+e2’}=l+i+ L pLPda=— et a=—2
s s—1 s-2
h) 58{(2+3t)2—1}=§£{4+12t+9z2—1}=${3+12t+9t2}:§+%+9'—f!
s s s
_3,12.18
s st s

On a développé (2¢+3)” —1, puis utilisation de P1, P2 et P3 n=2
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i)

»

k)

)

5.4-

5.5-

5.6-

5!3{(1 +é ) . (1 e’ )} = Si{et - e‘t} Le plus facile, pour arriver a ce résultat, est de

le calculer a la main; parce qu’on risque d’avoir du sinus hyperbolique, avec la
calculatrice...

g{et_e_t}z L = 22 P4 a=-1 et a=-1 puis dénominateur commun
s—1 s+1 s°-1
1 4 2_4
${2€5H +4tcos(2t)} =2e_1${e5t}+4${tcos (Zt)}: Ze | (S 2)
$=3 (S2+4)

P4 a=-5¢etPll =2

Pour obtenir la formule sin®(a)= %— %cos (2a), on peut soit consulter le

formulaire mathématique (Annexe A.1) ou demander tCollect ((sin (a))2 ) sur la

calculatrice . Il ne reste qu’a remplacer a par 3.
. 1 1 1
§E{s1n2 (3t)—3t} = i{———cos(&)—%} = ——+—%
2 2 2s 2(s +36) s
P1,P7 o =6 et P2
Encore une identité trigonométrique : 4sin (2¢)cos(2¢)=2sin(47).
8

s> +16

P6 =4

${4sin(2t)cos(2t)} = ${2 sin(4t)} =

La calculatrice simplifie directement sin(8t —37”) en cos(8¢)

2s

52 +64

P7 =8

${2 sin(8t —37”)} = 233{cos (St)} =

sinh(at) = %e”’ —%e_“t

1 _ (1 1 1 2a a
= Plsinh(at)l==Fe" - =—( - j:_ — P4
{ ( )} 2 { } 2\s—a s+a) 2s*-a* s*-a°
La seule différence avec la transformée du sinus ordinaire est le signe — au

dénominateur devant a>

1

S—i@

Ple} =

Ici il faut savoir qu’on ne laisse jamais de i au dénominateur dans les nombres
complexes. On peut alors soit effectuer la division a la main, soit demander a la
calculatrice le résultat de cette division.

~ 1 .
Commencez avec 5!3{6(”+'w)t} =————— et continuez!
s—(a+io)

retour au début du chapitre 5
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Section 5.2

5.7-a) Utilisons P19 a cause du .

Onadonc a=-4 et f(z‘)=12:>F(s):%:£3
s s

14
(5-4)

513{7t2e4’}=7F(s+a):7F(s—4)= .

b) Utilisons P19, avec a =2 et

f(t)=(1+t)2=1+21+123F(S)=l+%+£3 P1,P2etP3 n=2
s s° s
1 2 2
§E{e‘2’ 1+1¢ 2}:F s+2)= + +
( ) ( ) s+2 (s+2)2 (S+2)3

¢)  Utilisons P20 a cause de la multiplication par 7> et bien sir P1 pour le 2°™ terme.

4

5 P6 =4
s +16

n=3etf(t)=sin(4t)= F(s)=

{2¢ sin (41)+ 2| =22 sin (41)} + {2} =2-(-1)’ ( 1 J o2

s*+16 s
2
:1925(S _16) 2 {_ﬂ;_d_l' 4 | 965+ ls2-16)
(s*+16) S a\2ae] (2,
52 —3?

P11 w=3

d) Pl9avec a=-5et f(t)=4rcos(3t)= F(s)=4 - -

(s +9)
g{est -4tcos(3t)}=F(s—5):4 (S—S)2 _92 _ 4(s —10S+162)
((s—5)2+9) (S2—10S+34)

e) (2z‘+1)2 cos(5t)= (4t2 +4t+1)cos(5t) =4¢” cos (5t )+ 4t cos (5t ) +cos (5¢)

S
s2+25
On a utilisé P7 o =5, et on le réutilisera dans le 3°™ terme; pour le 2°™ terme, on
utilisera plutot P11 o =5.

Pour le 1 terme, on prendra P20, avec n=2 et f(t) = cos(St) = F(s) =
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5!3{41‘2 cos (St)} +§B{4t cos (St)} + Sf{cos (51)}

2
= 4.(- )25( 5 J+4(S_25 +2S
S

s +25 S2+25)2 s> +25
:8S 2(S2—735)+4 sj—25 825
(s+25)  (s+25) S
o 1) j' 8o s?-75)

5.8-a) 513—1{ 3 }=4§B‘1{ ! }—3&3‘1{ ! }=4e‘2’—3e‘3’
s+2 s+3 s+2 s+3

P4, a=2 et a=3

3S+1 _ S 1{ 1 } 1
b S +&% 3cos(3¢)+—sin(3¢
) {S2+9} {S +9} s +9 ( ) 3 ( )

P7 et P27, =3
o N s T )
5+5° SlO s +5 s—10

=i51n(ft) cos(f )—4e10’ P7 et P27 a)=\/§ etP4 a=-10

2
R =2$_1{%}+3§E—1{%}—$_1{l}=2L+3t 1=1 +3-1
s s s s 2!

P25 n=3,P2 et P1

(s-5) (s2+25) (s—5) (s2+25)

412!

= +
2!

. _ 25 1 _
S (sm(St) Stcos(St)) 2t%e +125 sin (5¢) > cos(5¢)

P26 n=3 a=5,etP29 w=5

PSS N S P IRV T )
s +4 (s+7) s“+4 s +4 (s+7)

=6cos(2t)—55in(2t)—3te_7’ P7etP6 w=2 ctP5 a=7
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g <! {

=35 {

3s5+1

52 —6s+13

N

}—SB‘I 3(s—3)+9+1
B (s—=3) +4

_ 8573 s} 2
(s—3)* +4 (s=3) +4

=3¢ cos(2t)+563’ sin(2t) P9ectP8 a=3 w=2

s—1

h <! {

s2+25+2 st+s+1

1 }:33_1 (s+1)-2 1

(s+l)2+1_(s+%)2+%

(s+1)"+1 (s+1)"+1 (S+%) +%
=e ' cos(r)—2e " sin(t)- \EZ e_% sin (gr]
=e_’.(cos(t)—2sin(t))—¥e_t2 in[?t]
P9etP8 a=1 w=1 et P8 a=l a)=£
2 2
N _1{ 25-1 }: ) 2s-1 |1y 2s+ }y)-2
4s” +4s+5 4(s+ 12)2+4 (s+ 12)2+1
s+l
:ES.E_1 22 —2$_1 ! > —le_%cos(t)—le
4 (s+12) +1 (s+ 12) +1| 2 2
P9etP8 a=— w=1
I R o g 1 tsin(2\/§t):3\/5tsin(2\/§t)
(S2+8) 2'2\/5 8
4 4 4
Kk <! — =—sin(2¢)— sin(2¢)—2tcos(2t
S2+4 (S2+4)2 2 ( ) 2(2)3( ( ) ( ))
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= (2—%Jsin(2t)+%-2tcos(2t) = %sin(2t)+%tcos(2t)

P27 et P29 =2

5.9-a) 513‘1{32S_8}=§£B‘1{ 1 }+lse-1{_1 }:ie-4t
s =16 2 s+4) 2 s—4 2
. m(z-:—s 5 1
i .52—5'5] 2 [red) 2 (r-4)

b) 55_1{?—+4}=3§£—1{_1 }_lsg-l !
25" —s—1 s—1] 2 S+%
- d Sogvd | 3L 1
- ._‘:':_'—r—|.|| g=1 25+l
9 @l 24 :33_1{ ! }_lgg—l{L
3S2'(s2+4) s +4) 3 52
2574 = heer
expand
= (-l'::'[r;=+1}. 55+ Iy
d) | 257 +15s5+5 :—25 _1{ 1 }+§$_1 1 N
(s+1)2.(s_2) 9 s+1] 3 (s+1)2

-25

9

8
+—te
3

"+49—3e2’ P4etPS a=1 puis P4 a=-2

1
+§e4t P4 g=4 et a=—4

1 -t
=3e’——eé P4 ag=-1 et azl
2 2

}:%sm(zt)—%t P27 w=2 et P2

t':i.p\'.'-ll.“(

| {z+2)2 (-3 |

2+ 524150 545

|

253 El 43

o {241) 34r+”:'g~h 2|

- 9
e) ! _
(s*-257 -8)-(25+1)
1 -1 S 1 —1 1 1 4
_&lj __g g
3 {s2+2} 6 {s2+2 15-2 {H/} {
_1 1 —21 2t
_ECOS(\/E) 6\/_sm(\/7t)——e g
=—COS(\/7t)—£51n(\/7t)__e_/ +_eZt
8 40
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P7 et P27 a)=\/§,P4avec azé, a=2 et a=-2

i 1 16 1 3

o
"‘“In"“(q# —3 si-B]-fi- :H-l}) 3 [53+5‘J - [51+1} 15+(2-541) ; g fﬂ!l:'l a0- (5-2)
_ 1 s
P 1 S+ _ _

D {s4+5s2+4 (sl)‘*}

1 -1 —S 1 1 N 1 1 1 —1 1

—(CSE {2 - }+§B {2 +— }j—&lﬁ < 7

3 s +4 s +4 s +1 s7+1 (s—l) (s—l)
2 ¢ l 3¢

:%lcos(Zt)—}%sin(%)ﬁL%cos(l)+%sin(f)—2i!t e —3!t e

= %lcos(Zt)—ésin(2t)+%cos (t)+%sin (t)—%tze’ —lt3e’

P7 et P27, =2 puis w=1,P26 n=3 puis n=4

[{ i+l 5 i 1 i
x|

T R O P i 3152 +4) 3.|:53++1,I 3-[_11+t1|' 5-[51+I.} =113 (510

25 +245-8 s 1
<! =3$_1{ }—&’_1{ }=3cos 2\/51‘ —e ™
&) {S3+8S2+88+64} s> +8 s+8 ( )
8

1 1 1

P7 0=22 etP4 a=

3 !
% g 3404 1-8 ] e e

pxpand(

$248 5548 5464

) &lj_l{ 5—125+4s }—45131{ 1 } Lyi) 1
_ 2 173 4 2, 1/ =2 1
1-3s+4s" —12s 4 s +A 3 s A

t t —
=Lsin z —leé=2sin r —leg P27 a)zl P4 az—l
2 2) 3 2

1 3
B

13 phde 2 4 1
expand F 3 -1

| 1-30 p+de 5512057 | 4-5%41
. _ 4s s+3
i) &‘31{ > +—
4s” —4s5—-15 65" +s5-1

_ 1 3 _ 1 1 1 5 _ 1
== +—! —$1{ }+ g

_1 . 3 1 . _

3 § A 4-2 S+A 2 S+A 4-2 § A

25, 3% 1% 5y
3 8 2 8
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P4 les 4 fois : az_—l, azi, a=l et az_—5
3 2 2 2
i m{ 45 +3 ) 2 3 1 5
XAl ¥ 1 +
T PR SO 31 (2543 2ar1 40259

3 2
N p1)25 =257 -2s41 3 :2$_1{L}_4$_1 1 sg—l{L}
) { S () T ey

=2¢' —4t-¢' +t PdetP5 a=—1 et P2

3 & 1

1 —

g S

2

] i
41-5 e e T |
[EALETH

52 5-1)2 [-1)2/

w7 45435735 | 1] s _2$_1{L}+$_1{L}
(s+l)~(284+S2) 2 s2+% s+1 52

1 1
=—cos[—tj—2e_’+t=lcos \/5 —2¢'+t P7 co—L P4 a=1etP2
2 (V2 2 2 V27

' ]
n( L5+ 573 5

e ]| ———

| {s+1)- (2 53452

5.10-a) On prend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc £{x'} =s-X-x(0)=s-X -3 P16
et £{x"} =5’ X —s5-x(0)-x'(0)= s*-X-3s-5 P17
P{x"}—4L{x"} +3%L{x} = £{0}
s X =3s-5-4(sX-3)+3X =0
On isole X avec la calculatrice et on obtient
3s—7 2 1
= = +
s?—4s+3 s—1 s-3

x(t)=§E_1{X}=§£_l {L+L}=2e’+e3t P4da=-1cta=-3

s—1 s-3
suh'&[.s:*r—’.'i* s—5—de [ r- 32 x=(l_:r] = Fra7
.':3 —d 543
57 2
expandly]|y: - il TR o
$° =g 24+3 =1 53

b) On prend la transformée de Laplace de I’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc L{x"} =5 X —s-x(0)-x'(0)=5"-X -1 P17

P{x"}+9% {x} =202 ('}
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SZX—1+9X=£ P4 a=1
s+1

s+21 3 2s 2

X = = - +
(s+1).(s2+9) S +9 S +9 s+l

x(z‘)=§£’_1 {X} =sin(3r)-2cos(3t)+2¢”'| P6et PT =3 et P4 a=1

pel1] 2
sabve sz*r—l—'“.l*F—.:." x=.3_—1
Al (1) [.-;2 IG}
+21 -2 2
expandly]fy 2 > Ay ...} o
{31 !]-[.-.21'}] s249 gopg FL

¢) On prend la transformée de Laplace de I’équation différentielle, avec 58{ y} =Y
donc L{y}=5-Y-y(0)=s-Y -4 P16
et £{y"}=5>-Y-s5-y(0)-»'(0)=5>-Y-4s-1 P17

§E{y"}—2§f{y'}+${y}:6§£{t}
szY—4s—1—2(s-Y—4)+Y:% P2
s
3 2
Onisole Y: Y = ;Is ;7S +6 = 3 - 8 +2+%
S '(S —2S+l) (s—]) s—1 s s

y()=L{Y}=3t-¢' —8¢' +12+6t| P5Set P4 a=—1, P1ct P2

f
] A2

50M|52-}H4- i b I:s-y—-i}l—y——._p) = & 5T =Tr g™ th

g

LI P [.1:2 —2 .'\.'-I-'l]

R e 2 3 12 &
a5 =T 5 " 12

ey E?{p.’ll!lﬂ:_l":"_l-'"; o L e

3=1 ,:r_]:ll P2

52-{53-2- .n—l]

d) Onprend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec 58{ y} =Y
donc £{y'}=s-Y-y(0)=s-Y P16
et £{»"} =57 Y —-s5-y(0)-»'(0) =s*.Y-2 P17
iy 4Ll + 4Ly} =252’} P19 a=3 f(1)="F

sV —2—4s5-Y +4Y = -
(s+3)

On isole Y:
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2(S3+9S2+27S+52) 6 4 o) 6 12
Y= =

(543 (7 —as+4)  25(+3) s(s+3) (s+3) 25(s-2) 5(s-2)

y(t)=¢"{r}= %e_h +%t-e_3’ +1*e —%ezt +%Z-e2t

5 50
T =2k g i ¥

(3"'3}3 ]

s0lve

(s+3) 3 (2 54

205349 2427+ 5452

o, rxpandf( 2 (5349 s242m. 5452 g S oo A 2 i - 12
. ' 25 (s3] ., 2 3 25053 a2
I3+ !-]3‘|..12—4':--4J' i > S ls3)* (s+3) 5 -2

e) Onprend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc L{x'}=s-X-x(0)=s5-X -2 P16
et £{x"} =5* ~X—S~x(0)—x'(0)—s2 ‘X -2s—-1 P17
P{x"} +AL{x'} +20L{x} = £{0}
s’ X —2s—1+4(sX -2)+20X =0
25+9  2(s+2)+5
s7 445420 (s+2) +16

0 el s+2 L5l 1
H)=T Xy =2 {(s+2)2+16} * {(s+2)2+16}

x(t)= 2e7 cos(4t)+%e‘2’ sin(4¢)|P9 et P28 a=2 w=4

suh‘{“[sz sr-2r5-1+4 [5';‘-2}—30' .r=!.'l_r:| r_i
s sh20
1:{'-"1pl-c“lu:.‘irelu.aruzl_s2 +4 s—ﬁﬁ.s_:' fi+3}2 +16

f)  Onprend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc £{x'}=s-X-x(0)=s5-X -2 P16
et £{x"} =5’ ~X—S~x(0)—x'(0):s2 ‘X -2s—-1 P17
LA} + 4L {2} +10%{x} =2 e}
)

s*X =25 —1+4(sX -2)+10X = 2
s+5
252 +19s +47 285 +137 2
X: 2 = 2 +
(s+5)-(s”+45+10) 15(s*+45+10) 15(s+5)
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i L |28(s+2)481 2 [ 1
()= {x)= L9 {—(Hz)zw }+E$ {E}

x(t)==§$_1 —S+22 18l —12 +£§£‘1{ ! }
15 (s+2)"+6 15 (s+2)"+6 15 s+5

x(t) ==%e_2’ cos(x/gt)+%e_2’ sin(x/gt)+—e_5t

P9ctP28 a=2 w=+/6 puis P4 ¢ =35

x(t)== %e_z’ cos(\/gt) + %e‘zl sin («/gt) + %e‘sz

A = S, ¢ -
sabve| 57 a2 5= 14de [ -2 100 x=—,x] et it T

s+5 ] =

55 (s2+4 st10)

el 2 5210 4T Tt ; 3 i

expamiiy iy —————— 5« [ 4
(5+5) [s2 44 s+120) 15 (s2eaest10) 15+ (5200 srag) 15 (4]

ln:-mpl-rl;:fi-rlu.aru:[s2 +4 Hlﬂ,a} I:a-i-j}2 +i

g) Onprend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec 58{ y} =Y
donc £{y'}=s-Y-y(0)=s-Y-3 P16
F{y'}=s 2 ~Y—S~y(0)—y'(0) =s>-Y-3s+1 P17

i{y'”}—s Y —s? y(0)=s-»"(0)—y ()—S3'Y—3S2+S—2 P18 n=3

L2+ E{y 28 ) = 4L )+ L{1Y

S3Y—3S2+s—2—2( 2y - 3s+1)+ 3)-2v A parr
5T

y 3-8+ 4544 l6s 8 13 3 2

Sz-(s3—2sz+s—2) 5(s2+1) 5(s2+1) 10(s-2) 2s &’
y()=£r}

160 [ s L8[ 11 B[ 1] g 1] 3
y(t)_SSNP {s2+1} 5£ {S2+1}+10$ {S—2} = {Sz} 2SNP {S}
y(z‘)=Ecos(t)—§sin(t)+2e2’—2t—i P7e¢tP6 w=1,P4 a=-2,P2etP1

5 5 10 2
:1-.|l-.'4.'l.-.3'_l.r--3- x:-.\--l--:"{fj'_l'- 3ot l.:l -3-2+ '.-'-iq-lvl) ¥ 3547 8247 2
L pe fz‘ |I15 5 ] 53 —5—ﬂ
: o S 16+ 5 8 13 3 =
& syl ol e 5] 5l2e) W0le2) 25 2
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5.11- 1l faut calculer ${cos(co-t)} = lDCB{(sin(a)-t))’} en utilisant P6 et P16,
®

Le but est d’arriver a P7

5.12- Suivez I’indice qui est donné dans le manuel.

retour au début du chapitre 5
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Section 5.3

5.13-a) On utilise P21 parce que la fonction échelon est multipliée par une variable.
g(t)=t et a=1;oncalcule g(t+a)=g(t+1)=1+1

&’{t-u(z‘—l)}=e_1's~§B{t+1}=e_S(i2+lJ P2 et P1
s* s
b) P2lavec g(r)=(r-3 *eta=3
On calcule g(7+3)=¢>
-3s
g{(r—3)2.u(z—3)}=e‘3‘*§£{zz}:e‘“%: 2 P3n=2
s s
¢) P2lavec g(t)=t+leta=5
On calcule g(1+5)=1+6
5!3{(t+1)'u(t—5)}:e_ss-&B{t+6}=e‘5s(%+§J P2 et P1
s* s

d) Pour le premier terme, P21 avec g(t) —e* et a=3

On calcule g(7+3)= A1) 2 Q246 g6 2

6-3s
Pl N A P _¢ P4 g=-—>
{e u(t )} e e {e} ) a
Pour le deuxiéme terme, P21 avec g(¢)=e¢ ' et a=2
On calcule g (t + 2) e
—-6-2s

Pl N vl P =€_ P4 4=
{e u(t )} e e {e } 03 a=3

${62[ -u(t —3)—8_3l -u(1—2)} — 66—35‘ B 6_6_2S
s—2 543

e)  Pour le premier terme, P21 avec g(7)=cos(2¢) et a =%
On calcule g(t +%j =cos(2t+ ) =—cos(2t)

i’{cos(Zr)-u(z‘—%} — e 7 {—cos(21)} = _sz—:f P7 w=2

3s

s?+4

Pour le deuxiéme terme, P7 o0 =2 : ${3 cos(2t)} =
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5’5{008(%)'u(t—%}scos(zt)} _n se ?

s +4 5T +4

f) P15 avec a =3 pour le premier terme, et P14 pour le deuxiéme :
P{25(1-3)-5(t)} =27 -1

9 P2-2u(i-1)-25(-1)}= 22

S N

-2¢° P1,P13 a=1¢etP15 a=1

5.14-a) g(¢)=2u(t)+(-2-1)u(t—1)=2u(t)-3u(t-1)

{ou()-3u(i-1)) =22

by  f(¢)=3u(t)+(-3+1)u(t-2)
${3u(t)+(t—3)u(t—2)}=3%+e_2s££{(t+2)—3} PletP21 g(t)=t-3 a=2

PletP13 a=1

_2y e P L{t-1} = den (i—lJ P2 et P1

S N 2

9 &()=(1=Ju()+(-(1=)+1)u(-1)=
G(S)zif{(l—tz)u(t )+ e2u(t— 1} {(1 £ )u(t) }+§£{tu( -1}

:g{l}—éf{tz}Jre‘séB{ t+1) }:é—%+e‘s§f{t2+2t+l}
S

PL,P3 n=2 etP2lg(t)=1" a=

lt) +tu 1)

l_iﬁe.(l} 32+1 P1,P2ctP3 n=2
Y S

Q
—_~
)
S~
Il

Q) q(r)=5u(t)+(-5+2+0)u(t-2)+(-(2+1)+4=£ u(t-4)
=5u t)+(t—3)u(t—2)+(2—t—t2)u(t—4)

s) =5 fu(t)}+ L{(e=3)u(e=2)}+ L{(2-1 = Ju(t-4)}
0 s):§+e-2sgg{t+z_3}+e**ssg{z_(t+4)_(t+4)2}

P1,P21 g(t)=t-3 a=2 et P21 g(t)=2-t-1" a=4

0(s)=2+e %1 1+ e —or-18}
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0(s)=2 4+ (i_lJ_e*” (i+i+§j P2 et P12 fois ct P3 n=2

3 2
N N N S N

0 h(t)=1~u(t)+(—1+sin(t))u(t—%j
H(s):sg{u(t)}+gg{(_1+sin(z))u[t—%}
On utilisera P1 pour le 1¢ terme et, pour le 2°™, P21 g(¢)=sin(7)-1 et a =%

g(tJr%j:cos(t)—l

H(s)=l+e_n%${cos(t)—l}=l+e_n%( 2S —lJ P7 w=1 etP1

K ) s“+1 s

) f()=(4=1)u(t)+(-(4-1)+3)u(t—4)+(-3+9—1)u(t-6)
=(4=)u(t)+(=1)u(r=4)+(6-1)u(t-6)
On prendra P21. Pour le premier, g(¢t)=4-1 a=0
Pour le deuxiéme, g(¢)=t—1 a=4 = g(t+4)=1t+3
Pour le dernier, g(1)=6—1 a=6 = g(t+6)=-

F(s)= 24— +e b 2fis3 ey =2 L o (Lﬁi} e

avec 1’utilisation de P1 et P2

—-2s
5.15-a) £ +§£-1{ 1 }
(s+4) s+4

Pour le premier, on passera par P22, a=2 et F (S) = ! 5
(s+4)
1
= f()=<" =te™ P5a=4
o)

ce qui donnera f(1-2)=(t— 2)34‘”8
Pour le second, P4 a =4

581{(e - } (t=2)e ™ Pu(t-2)+e™

s+4)2 s+4

1 55—1
b $_1 o e—Ss + ( e—4s j}
) {s3 s*+4
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d)

P22 pour les 2 termes
2

. 1
Pour le premier terme, a =5 et F(s) === f(t) =% par P25 n=3
s

= f(1-5)=(-5)

N
2
S +4 sP+4

Pour le second, a=4 et F(s)=5 = f(t)= 5005(2t)—%sin(2t)

par P7 et P27 o =2
= f(t-4)= 5c0s 2. (t 4))—%sin(2t—8)

@1 ie—ss 5S 1 —4?
s° s +4

+(5cos 2t-8) ——sm(2t 8)) u(1-4)

! 2S e_TJr a
s +1 242

Pour le premier terme, P22 a =% et F(s)=

:f{t—%j:cos(t—%j:sin(t)

Pour le deuxiéme terme, P7 w = V2 = 97! {

= +1:>f( )=cos(t) P7T w=1

J = cos(2)

s2+2

1 S —%c S _ T
< {s2+le +S +2} sin(7)- (z 2J+cos(ft)

_1 3212,
* {(s216)(s+5)e }

On utilisera P22 g =3, et il faut décomposer en fractions partielles.

e—xpa:n.d‘
.[t'—lr_]-is45}
o N
545 2-(r+d)] 2 (e=4)
3°-12 7 9 1 1 1

F = = _— —
(S) (s2—16)(s+5) s+5 2 S+4+2 s—4

= f(t)= Te > —26_4’ +le4’, P4 les 3 fois, a=5, a =4 puis a =—4
2 2
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— f(t—3) _ 77511 _%e—4z+12 +%e4t—12

33_1 : 3S2 -12 e—3s :(76—5”15 _26—4t+12 +le4t_12j'1/l(l‘_3)
(s> ~16)(s+5) 2 2

di
5.16-a) —+2i=56(t—-1
a) dt+ i (1-1)

On prend la transformée de 1’équation différentielle, avec 58{1'} =1
s-1—i(0)+2I=5¢"° P16 pour la dérivée et P15 a =1 pour la Dirac
5¢° 2
+
s+2 s+2

sI=-242[=5¢"=1=

i() =1y =5¢ D u(1=1)+2¢7

par P22 a =1, F(s)z%:f(t):e_” :f(t—l)ze_z(t_l) P4 a=2
s

et P4 a =2 pour le deuxiéme terme.
b) OnprendlaT.L.de PE.D., avec £{x}=X
donc £{x'} =s X -x(0)=sX P16
et £{x"} :SZX—SX(O)—x'(O) =s’X+3 P17
préparons-nous : £{5(1-2)} =" P15 a=2
§E{x” +4x' +4x} = ${65(t—2)}
6 2 3

2 € ~2
s*+4s+4 s°+4s+4

6 6 2
s*+4s+4 (S+2)2:f() ¢ “

= f(t-2)=6(t-2)e "
On résout le deuxiéme terme avec P5 a=2.

x(t) = ! {X} =6(1_2)6—2”4u(t_z)_?,te_z[

SPX4+3+4s X +4X =6 = X =

P22 a=2 et F(s)=

¢) OnprendlaTL.del’E.D., avec £{y}=Y
donc £{y'}=sY—-y(0)=sY P16

ona g(t)=2u(t)—u(t—3):G(s)=${g(t)}=g—e_3s PletP13 a=3

Sy +2yp=%{g(1)] o
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35
sY42r=2-¢ L y_p L a1
s s s(s+2) s(s+2)

expand

1 1
5-[”_‘;]} 25 2 (s42)

La méme fonction apparait dans les 2 termes. Pour le 1¢ terme, on prendra la
transformée inverse directement, avec P1 et P4 ¢ =2 . Pour le 2°™ terme, on passe

par P22 a =3 puis on calculera f (z-3), & partir de f ()= %_%e_z,
L= {2S(Sl+2) " S(s1+2)}

- {2'(2%_2(;@)]_6_%'(%_2(;2)]}

= {%‘(siz)}_g_l {e_3s'(2%_z(sl+z)]}

d) OnprendlaTL.del’E.D., avec £{y}=Y
donc £{y"} =s¥Y-y(0)=sY -1 P16
et £{»"} :SZY—Sy(O)—y'(O) =5’V —s P17

-2s
ona g(1)=u(t)-2u(t-2)= G(s)=2-2%— PletP13 a=2
S S
Sy =3y + 2y} =g (1)}
—2s
s2Y—s—3(s~Y—1)+2Y=l—2e
S S .
sobve| 5= e p—a—3 [5-}-‘-1}+?'J'=i—z' wis Jr'] ; [ Faith [[52—3' 5+1}‘¢2- I—QJII
- g r[ai—l*ﬁﬂ}
Ie-:"-[[.-.z--ﬁrf-l].I|~ej"‘ zlll 2 ] 1 .1 1.2
K gxpand - - - ] v N e
; 4 _,.I:_\ﬁ_g._\+gtl ) i [}-[2‘5]" (s :;I-':.e-‘r ;-Ile-“]' =1 2[s-3) 2
b 1 U e ('i_L_lle-g.t_l_l_'_L
{H}_[ea}z [5_2].{“]3 :-{e‘]z =1 (=3} 2-¢ -1 -2 5 1 23 25

Remarquez que la présence d’une exponentielle, e, nous oblige a ramener la
réponse, apres « expand », sur la ligne d’édition, puis [ENTER]. On obtient ainsi
[’effet voulu : on a développé en fractions partielles, et on voit clairement
[’exponentielle.
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ENP_l{Y}:f(t—2)-u(t—2)+e’—%e2’+— P4 g=—1,P4 a=-2 etPl

ol f(t)=2¢'—e* —1 pour P22 a=2; P4 a=-1,P4 a=-2 et Pl

y(t)= (Ze’_2 p —1)-u(t—2)+et —%ezt L

2

Onprend la T.L. de 'E.D., avec £{x} =
donc L{x"} =5*X —sx(0)-x"(0)=5s>X -1 P17

—3?

calculons &E{ (- )} P13 ¢=3
{x"+x} { }
Cx1ix=C
s
_ 1 -3s 1
X—S2+1+e s-(s2+1)

1

s?+1

Deuxiéme terme : £ { e + =g {e—3s (l_%}}
s-(s +1) s 57 +1

| 1 s
wxpand | e

5 .s:+1:|-

Premier terme : £ { } = sin(t) P6 =1

P22 =3 et F(s)z%— S S ()=1=cos(r) PT 01
$_1{e_3s G—SZSHJ}:f(z—s)-u(z—3):(1—cos(f—3)).u(t—3)

x(t):sin(t)+(1—cos(t—3))-u(t—3)
Onprend la T.L. de 'E.D., avec £{y} =
donc £{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=s’Y -1 P17

on calcule §E{t—t-u(z—2)}:_2
S
1 =25 1 2
finalement §E{t—t‘u(z‘—2)}=—2—e (—2+—J
s s° s

P{y"+y}=L{t—t-u(t-2)}
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sZY—1+Y=i2—e‘2S(
A S

| s 12 1Y)
Y=—2+(22—+—————j'€

N|’_‘
+

N )

N S

s sP+1 741 s st
:‘iﬂh’e[.‘iz =1 —_g.—i _e 2, [L-l—g)l_v] IE-} . [[.‘:2 +1]'E3- Iz i—l}
2 32 s i
e [53+1]'

o 2 {l201) 0% 2251 1 S 1 2 b gk
Ll F!{pﬁl!ﬂ4 s 7 . )
o= [52+1]|' ! L--3+3J- [-ﬁ's}j |:c-'3+11l|' [E‘t]2 & |.ré‘t]2 5 |:E“}3 %

2 1 3 1 1 e 1 e U I S |
= 2 2 2 2 +_:' TR e

{53+1]- [e‘f} |{5 3+I]|- [25} 5 [e‘i} - [e‘f} A 51 & )

On utilisera P2, puis P22 ¢ =2 et

S 1 2 1
F(s)=2
(S) s2+1 s?+1 s s

= f(t)=2cos(t)+sin(t)-2—1 P6etP7 w=1,P1et P2
= f(t—2)=2cos(1-2)+sin(t-2)-2—(t-2)

oo (i

) +1 s°+1 s s

y(t)=t+(2cos(t=2)+sin(t—-2)—1)-u(t-2)

g) OnprendlaT.L.delE.D., avec £{y}=Y
donc L{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=5"Y —3s+1 P17
on calcule ${5(t—7r)}=e_’” P15
v =25 (t-n)}
Y =3s+1+Y =e™*

/)
e ) 1
Y =— +3 =
s”+1 sT+1 s7+1
solvel Ze -3+ st 1p=e T 5 ) [i3- s-1)- ™ 5—1]- P
£ -
5+l
L {{3-5—1}~r"*+1}l-n“ 1 I B
e kP {s3+1]-e“‘5 s 521

1 -5 1

rm—

[s201)- ™% 24 20

(il |

i v
oS |

Y}y =sin(t—r)-u(t—n)+3cos(t)—sin(z)
1
s +1

y(t)=3cos(t)—sin(¢)—sin(t)-u(t—n)

P22 a=r, F(s)= = f(t)=sin(t) P6 o =1, puis P7 et P6 w =1
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h) OnprendlaT.L.de’E.D., avec £{y}=
donc £{y'}=sY—-y(0)=sY -2 P16
et £{y"}=s"Y-5y(0)-»'(0)=5"Y -25+2 P17
on calcule i{é(r—l)—S(r—2)}=e” —¢ % P15 qg=1 puis a=2
DLy} +2%{y'}=3L{y} = L{5(t-1)}-£{5(t-2)}
sV —2s+2+42(s-Y-2)-3Y =¢" -

Y= Si?’ +ﬁ+3_s [4(31_1)_4(s1+3)]+e_zs(4(s1+3)_4(s1—1)j

suh{:[s O B e [ry— -3 =g 5 et 3,;"' ; A (2' |:s—'1]'~a3' j‘+03—I}|

FRHE R

1 1 1 1 1 1

| s i - 5 i
e 35 |2 fer1) 02 Ttaioy
Fily e:s.|:-r||'||' -

T ; 7 12 s#3 -1
242 -3 dsike’ 4ls-1)e 4-[5—3]-{-9‘] -L-h—!:l-[esl' S
41 1 1 !

s #isti)e’ als1)-ef 4~{.;+3]-|:_¢;~‘i:|3 4-§s—l_l~[a

5]3 I =+3 Ij-l'
[t L),
|.4- [s=1) 4+ (s+3))

i [ 1 1 J s e,
a -+ = J }
4 (s3] 4-(s-1) 3 51

P4 a=3eta=-1

P22 a=1 F(s)=— 1

4(s—1) 4(s+3)
1 1
4(s+3) 4(s-1)
Y = e + £ (t-1)-u(t-1)+ f, (t-2)-u(t—2)

(

‘+e +4( —e 1)) u(t— )+%(e_3(t_2)—e’_z)-u(t—2)

3 Lo 33 L 346 42
y(t)=e ’+e’+Z(e’ —e )-u(t—l)+z(e "o ¢ )-u(t—2)

:ﬁ(z):i(e’—e%’) P4ag=-1eta=3

P22 =3 F(s)= = ()= =e') Pra=3eta=-1

i) OnprendlaT.L. de’E.D., avec £{y}=
donc £{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=s"Y -1 P17

ona () =sin (2)-u (1) =sin(2)-u(t—7) = H (s) = 5—e ™

P6 w=2,puis P21 a=7 et g(t)=sin(2t)= g(¢t+7x)=sin(2t+27)=sin(2¢)
200"} +4% {3} = 2 sin (200 )} - £ {sin (21)u(1- )
2 2e77°

4 st +4

s7Y —1+4Y =
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52 +6 2e77"°

(s2 +4)2 ) (s2 +4)2

' as | .2 I
solve _.,j._;,.._[_4~_!.-_ ,.,2 il &> ¥ H.-‘l‘ I cl]‘ pIEE 3\." e
| e s (2 _4]3
M( {{rzﬂu,l'- a™ 5—3:|~ e ™ ‘7] -2 = 6
expal ; -
{33 m.]z {13+-}]2r51' 5 |:s 3+-£J|'2 {53+ﬁ]|2
e . 2 8 e e TE
(52 1;|2 i [.:3—-1]: [.:3:—4}: {:.3.—-}] il

\ 2 . .
Ici il faut ajuster. A cause du (s2 + 4) au dénominateur, on ne veut pas avoir de s2

au numérateur.

__ 46 2 4442 20 5744 2 20T
(S2+4)2 (S2+4)2 (S2+4)2 (s2+4)2 (ser4)2 (S2+4)2 (sz+4)2
1 N 2. 2"
s*+4 (S2+4)2 (S2+4)2
P27 et P29 w =2 puis P22 a=n et P29 w =2 pourF(s)= 2 5
(s2+4)

= /(1)
= f(t=) =4 (sin(26) ~2(t ) cos(21))

%S(Sin(Zt) —2tcos (21))

{1} = sin (21) + sin (21) - Srcos (20)+

%(Sin(zl‘)—2(t—7[)COS (2t)).u (l‘—ﬂ')

(1) =§sin(2t)—%tcos(2t)+

é(sin(zt)_z(z—n)cos(2t)).u(t—7r)

5.17- 1l faut montrer que i{ (7)- (t—a)}z

Calculez iE{

=)

‘”Sff{g(fw)}

—Ytdt

et posez le changement de Vanable r=t—a pour évaluer 'intégrale.

2
j (2t+1)-e"dr

2)'62 —5s5s-2
5.18-a) L £ (1) =2 _ s+

a) {f( )} l_e—zs S2 .(ezs _1)
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1 silO<t<a
. , P
-1 sia<t<2a

j f(t)-edt Tl-e“”dHT—l-e‘”dt

E'E{f(t)} 1_ o205 =4 as

e l—e

as
1-27% +¢72 tanh( 2

e

B
a e | 3.8 M5 IS g
ue""'r - P 1) 4 § : 5
4T
1 )
d) f(1)=—t si0<t<a; P=a
a
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a

t _
I*'E Stdt
Oa

L (0)f = ;T j:z_(iafj)

Pour avoir la réponse du manuel :

l_e—a.

retour au début du chapitre 5
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Section 5.4
5.19-a) f(w) =w et g(t—w) =2

t
z""2=.[w~2dw=t2
0

b) t*e_5’=.[w gy L1
0 25 5 25
r X e (5 1) 0 s l}
J [““ ¢ L] fl"'u}]d“_ =
o
|:-rl:upFr.1':IE-5‘ L |I|:"1 F _l:l' el 1,I| : Ei. r+{-_:1'r

V) l*sin(t)=.[1~sin(t—w)dw=l—cos(t)
0

(s2+4) s“+4 s°+4 s°+4 s°+4

= 5cos(2t)*%sin(2t) P7et P27 0w =2
1

(5' S e (f-wﬂ)d“'

2
0
5- - sin(2: ¢)
4
b) g—l S 3 :C%_l 21 . s 2 :Sln(t)*ltsln(t) P27 et P30 a)zl
S2+1) S +1 (S2+1 2

sin(w)%(t—w)sin(t—w)dw=étsin(z‘)—étz cos (1)

Il
(S N
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(-l sinlr H]Ill‘.l'll' &

N -+ [r- :cu'.rr:l—sin[.']]
sinfws 1 s oa B

i)

& B B

=.[2W'(t—w)e_3(t_w)dw:[2+1J-e_3’ Ja_4
9 27

[2- po (= e.?'-{r_h.:l}-:lw
1]

7

J"r E.E'g'f.[[ﬁ..-..:].ei"r.;g.,u.:}l

(27 4] - e
B | R S
[t 3 37

20 L [[3- -2)- 0¥ 143 |+3_:| :
27

]:-ru|:an|::

5.21-a) On prend la T.L. de PE.D., avec £{y}=Y
donc L{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=sY P17
P{y"}+9%{y} =%{g (1)}, disons £{g(t)}=G(s)

1
2Y+9Y =G(s)=>Y = -G
S (S) S2+9 (S)

¢y =§sin(3t)* g(1) P27 0=3

t

(1) =£%sin(3w)-g(t—w)dw

b) OnprendlaT.L.de PE.D., avec £{x}=X
donc £{x'} =s X -x(0)=sX P16
et i{x"} = SZX—SX(O) -x'(0)= s’X P17
P{x"}+2L{X 5L {x} =G (s

1

)
2X 425 X +5X =2P{o(t X= .
PXN S =S g0] X

$_1{X}:%e_’sin(2t)*g(t) P28 a=1 =2
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t
jlsm (3w)-2e” (=) gy
0 3

5.22-a) y(t

(1) :%Sin(3t)—§cos(3t)+—

—t

&

I
(1 Aol
|v--sml3- w)- 2@ {-) dw
|3 I

1]

L

|I]— sin{n- u';l- 28

"

]

-(H}].a -

“reooaled)  2sinled 2@ x

4T3+] n-{ﬁ2+1] d?"+l

Y
‘>1anl -
3

3-.I‘+_

(,I'H e’ sin

+3

15

“2-coslr ) Zosinlaf) e

I'F2+l T [-::rgﬂ.:l n3+1

-cosl 3 4] ; sinl 3+ 1) 2 f

5 15 5

Remarquez qu’on a remplacé 3 par a pour simplifier la réponse.

t

b) x(1)= j%e_w sin (w)- 2¢ gy

e’ -cos(21)

)

A
1 = A
=g egin(2ewe 20
2

]

'E-'I' |:_L'(IH|::' .":l 1] |

propFrac
\

-a ' [:us[ﬂ' .']—1]

2

e’

3

-] e |‘:l.|ec|:1' .l'_:l

retour au début du chapitre 5
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Section 5.5

523-a) L{x}=X=>L{x'}=5-X-x(0)=s-X -2 P16

b)

F{yy=Y=>%{y'}=s-Y-y(0)=s-Y+1 P16
On prend la T.L. de chaque E.D. :
P{x't=L{y}=>sX-2=Y

PV =L{-x}=> sV +1=-X

On résout pour X et Y et on obtient

X = 2S 7 1+1: x(t)=2cos(t)—sin(r)| P6etP7 w=1
Y=S2_i1_S22+1: y(t)=—cos(t)—2sin(z)| P6etP7 w=1

5-'3\1\':{{: x=2uy {xt
5 pl=-x

2-5-1 (542
and = ]
-+l o+l

Pli)=1, :>§B{i1'} =5 —i, (0) =51, +1
Pliy) =1, :>§£{i2’}=s-12—i2 (0)=s1,-2

On prend la T.L. de chaque E.D. :
P!+ (i} =SL L} =L {0} = s +14 1,51, =0

Py |+ 420} + 5L = {0} = 5, =2+ 41,451, =0

On résout pour /; et I, et on complete le carré :
—s+5 —(s+3)+8 s+3 4

L= - 2 - 2 +2 2
$T+65+25 (s+3)° +16  (s+3)"+16  (s+3) +16

2(s+3) B 2(S+3) _5 s+3

s> +65+25 (s+3)2 +16 (s+3)2 +16
mm } *chapitre_S < L P-At'm

s241 s+l

Salv ({s 11+1+17-5-12=0 {rh })

12-2+4 i1+5i12=0

~(s-5) 2 (s+3)

1l and 12
2 2
$9+6- 5+25 s9+6- +25

completeSquare(52+6- s+25,s) (s+3) 2 16
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LML =i (1) =2¢ sin(4t)—e " cos(4t)| P8etP9 a=3 w=4

LML =i, (t)=2¢ cos(4t)| P9 a=3 w=4

Px}=X=>L{x'}=5-X-x(0)=s-X P16
P{yy=Y=>2{y'}=5-Y-y(0)=s-Y-1 P16

On prend la T.L. de chaque E.D. :

P} 3L () + L {ph = Bl > s X +3(s¥ 1)V =—— P4 a=—1

s—1
PV -L{x}=L{y}=>sY-1-X =Y
On résout pour X et Y et on obtient
-3
(s+1)2
__ 3 N 3 N 1
4(s+1) 2(s+1)2 4(5—1)

dolve

li

%
B et s190 and r vl =

=]
O expandlp)ls—1=0 and = and ¥

1
k !

SR e F 3
srarde ey 1]"'} 7y _{_.t__,,} s—1=0 and x and

5 p=1-y=yp

240 5-2

.12+3-$+! s3+.1 -1

fncwr[sﬂi— 2 5+1}

3 3

=
st -2

.'\.'2 2= 241 .-.3 '.1‘2 51

2 £ g4

4§72 k1 e T |

3,2 4ds) o (q)2 ey

d)

LX) =|x(t)==3te"| P5 a=1

- - o 1 .
$1{Y}:y(t):%e’+%te’+ze’ P4ct P5 a=1,puis P4 a=-1

Pix}=X=>L{x'}=5-X-x(0)=5-X -5 P16
Py} =Y =>%{y'}=s-Y-y(0)=s-Y+1 P16
On prend la T.L. de chaque E.D. :

P} 3L {x} - 6% {y} =27 {1*} = s X ~5-3X ~6Y =27 % P3 n=2
S

§E{X'}+§£{yr}_3§£{y}:SSB{et}:sX—5+sY+l—3Y:il P4 a=—1
S_

On résout pour X et Y et on obtient
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3 2 6 18 _ 18
X=—= 202 2 X ) =3 + 24 60— — 1
s—=1 s s° = 2
P4 a=—1,P1, P2, P25 n=3
-1 6 _
Y=— =% V}=—¢-61 P4da=-1,P2
s—=1 s
f . 2 | . P ] |
sa-5-3r a6 y=2i — 5120 and 520 and st ST 10 and 3 Phess
a0bve i REAS] sreli-1) 52 (a-1)
5 -5k gr L =3 e
| 51 |
SemHl 3 3 R
B expand(x)|s—1#0 and s40 and x S RS and [j i j_b} E_:__g_?
5= (s-1) e ls-1) R
o S sl 1 @
B expandp)|s- 120 and 24D i g=— Ek A A and y ot f']l :___,
a1 FEN PRy &

x(t)=3e" +2+6t -9t

y(t)=—€ -6t
e) P{x}=X=>ZL{x'}=sX-x(0)=sX P16
et £{x"} = SZX—S~x(O)—x'(O) =s’X-10 P17
Py} =Y =>%{y'}=s-Y-y(0)=5s-Y-5 P16
On prend la T.L. de chaque E.D. :
P{x"t=2%{y} = s> X -10=-2Y
PV =Ly} -2} =Y -5=Y - (s X)
On résout pour X et Y et on obtient
x=10_ 10 o y_ 5
s s+1 s+1
solve({sz'x_mrg'y Axt
siy=5=j=s ¢
r=iand =i
s (s+1) s+l
e 22
' E
avec Plet P4 a=1, |x(r)=10-10e"| |y(t)=5¢"
) Pxl=X=>ZL{x'}=sX-x(0)=sX P16
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eti{x”}:SZX—S~X(O)—x'(O)=s2X—l P17
Py} =Y =>2{y'}=s-Y-y(0)=s-Y-2 P16
et&’{y"}:SZY—S~y(O)—y'(O):szY—2s+3 P17

On prend la T.L. de chaque E.D. :

Py =Pl -2 =Y -25+3=X -2 PI
s
P =L+ B2 =X -1=Y+2 P
s
On résout pour X et Y et on obtient
2 3s 1 2 ) ~
X=F—-—F—+ +== |x(t)=2sin(r)-3cos(t)+e +2

sc4+1 s°+1 s+1 s

Y:SSil_S22+l+sil_§:> y(Z)Z3C0S(l‘)—2$in(t)+e_’—2

avec P6et P7 w=1,P4 a=1 et P1

e ' $T 5 52 25?302
Lo 7 570 and x - and =
- a a
sobvel\ RS s (1) s241) sols2sPamtt)
-l —
i
2 3 - "33 2 1 2
5§15 5+2 ol e S e~ |
e.'{.|!~=.ll.|1.'[.r]'!$‘U and & J_ and y s P _1+_
{sr1)]52 ] 32 41 g~ TS
g hs+l)-ls+1 EL e e s |
2 2 I+ 5 2 1 ]
+50 52 P s o o
e.'{pautdl.r_u-:lpz.-tl aind x=— 2L anel y e 1 = 5. o
s (1) [s241) B - )| S AT

g) Pxj=X=>ZL{x'}=sX-x(0)=sX-2 P16
et £{x"} :SZX—S~X(O)—x'(O):szX—2s+l P17
Py} =Y =>%{y'}=s-Y-y(0)=s-Y+1 P16
et&’{y”}:SZY—S~y(O)—y'(O):s2Y+s P17
On prend la T.L. de chaque E.D. :
i’{x'}—éﬁ{y”}=4§B{e_2t}:s-X—2—(s2Y+s)=

P4 a=2
s+2
PN 3Ly} AL L) = L12) = X 254143 (sY +1)-4X == P1
s
Ici on va résoudre avec les matrices. Il faut donc séparer les termes; il faut garder ce

qui contient du X et du Y a gauche du signe d’égalité, et tout le reste a droite.

s-X—s%Y = +245
s+2
2 2 2 2
s X+3S-Y—4X=—+2s—1—3:>(s —4)X+3SY=—+2S—4
) S
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On obtient donc I’équation matricielle

4 +2+ o d +2+
s - .{X}: s+2 ° :{X}: s —s |s+2 *
s?—4  3s Y z+2s—4 Y s?—4  3s 2

—+2s5s-4
A S
2 2 1 14
Ca nous donne X = 3 + 3 14
2(s+1) s+2 2(s—1) S
13 23 18 4
Y = — —_— =
2(s—1) 2(s+1) s* s
S | —=t24s R e R
: .-i" ; i—:-: s-{sllj*l:;"l:l":_?ll:l
L S :;+2-::—+ -lﬁﬂ-:r—lﬁb
- s 1+ {si1)
25t 528 s 2 : 23 . 13 14
B 5[‘ 13]'(3'1}'{3'1] 5—2_233‘{?1}13?'%;}_1{
sl T 2let1) (1) s 2
52 (51 [5+1)

Il ne reste qu’a prendre les transformées inverses.

23 oy 1

x(t)=—23e’—2e 2t+?3e’—14 P4 a=1,a=2, a=-1, etPl
13, 23 _

y(t)= ;‘e'_—23e’—181+4 P4 a=-1, a=1,P2 etP1

5.24-a) On peut écrire le systeme d’équations :
dq, | 1 2 12

g, = —
dr 25T 15 TS
dg, 1 1

ap 1. 1. 0
dr 25751

On prend la T.L. de chaque E.D. avec
P{g} =0, = éf{ql'} =50 et L{g,}=0,= éf{qz'} =s-0Q, puisque les

conditions initiales sont nulles.

a1 2 12 1 2 12
¥ } gl =PI 5.0+ —0 -0, == PI
{ql +os - Fle) {5}:>SQ1+25Q1 125275

N1 1 1 1
Pl |- s Pla}+ 55 Pk =20} =50 - 20+ 50, =0

Réécrivons ces dernicres équations pour les traiter sous forme matricielle :

1 2 12 1 1
S+— 1O —0,=— et —Q0, +| s+— =0
( 25} 9 125Q2 5s 25Q1 ( 25JQ2
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L2 12 L2 12

25 125 | |G| | — O |7 25 125 —

-1 o 7125 1 o, 7| - BIER

- +— QZ 0 QZ - +— 0

25 25 25 25
1 300- [25- #+1) :

A T I e (3125 $2eompe s3)

= e 5('}’ 300
%I | (5125 5242500 543)

300 125+ +1)

s [3125 524250 5+3) i
300

s [3125- 24250 513 | |

-1250-(f5 - J2+5)
12555 - J2+5
-3125-{5-,1'2_—2}:
12555 - [2+5

1a50-(f5 -2 -5 1o
125555245 5
31255 J2-2) 100
125545 (245 &

1250+ {5 - [z +3) : 1230+ (5 - [2 1]& -1230- (10 +3) : 1z50-(f10 5}: 100
& IEE'S'E'E'lﬁ 135'?|'E'E'5 H 125 5—~10+5 1253+ [10 |'JT §
125 (5 - (2 +3) : 3125 (5 - [z -3) 100 s125- (10 +2) 3125 f_ﬁ-;}: 100
13555 -2 45 12545, [365 1 135 5-/10 +5 1255+ 10 45 3
-1250- ({10 +5) 1250-(J10 -5) 100 18.3772 816228 100, |
o | 121045 1zsskflo4s s SHLOBSZIE  fHODI4TOZ 5
125 (1043 w2510 -2) 100 20.0560 _129.057 100,
e e sHLOGSHIE  #0.014702 5 |
0 - —1250(\/5”) ~ 1250(J1_0—5) L100_ 183772 81,6228 100
L 1255-10+5 1255441045 s s+0,0653 s+0,0147 s
~ 3125(@—2) ~ 3125(\@”) 100 29,0569 129,057 100
2 1255+410+5 1255-/10+5 s s+0,0653 s+0,0147 s
On va le prendre en décimales parce que ¢a me semble plus simple a écrire...
q,(t)=-18,3772¢" %% —81,6228¢""'*"" +100| P4 a =0,0653 eta=0,0147, P1
g, (1) =29,0569¢ %% —129,057¢™"*'*" +:100| P4 a=0,0653 et a=0,0147, P1
b) A la limite, il y aura 100 kg de sel dans chaque réservoir.
grif=100.-(10+ 1o +50)-e' 125 230 4(pp- flo-s0)- e 125 25
.j']"frl A (E_L] Teruing
gAd=100.~(25- [0 +50)- &' 123 B/ i[35. [lp —s0)-e! 127 23
lin {n:.'.i'{r:l] 106D,
[
lim {g2{1)] 104,
f—
¢) Caprend 50,92 minutes pour avoir 40 kg de sel dans le 2™ réservoir.
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golvelg Ar)=404)

fm=21.2513 or (=50.5217

525- P{x}=X=>2L{x'} =s-X—x(0)=5-X -C P16, en suivant le conseil donné

dans I’exercice : x(0)=C
Py} =Y=>2{y'}=5-Y-y(0)=s-Y P16
etip{y”}=S2Y—S-y(0)—y'(0)=szY—% P17

On prend la T.L. de chaque E.D. :

P{x}+L{y'} = Lcos(t)} =5 X ~C+s5-Y =— - PTo=1
ST+
" 2 1 2
Px}+L{y" =L{2}=> X+ Y_EZ_
S
On résout pour X et Y et on obtient
Yo 21 L C-2  C-2 2
2(s7+1) 2(s+1) 2(s-1) s
1 Cc-2 Cc-2 Cc-2
Y= > - - +
2(s?+1) 2(s+1) 2(s-1) s
* e I e P S P (| e |
el L w0 and 1= and y
sobve ; ::--1 Azt 2'5'{54—J 2'5'{;"’-1]
;l;z-_r —1-—:
e s Fesdhae oo s sma B () M e o e | L £ ol £ 2
expand|y)js=0 and 1~ sl and y ) 2l2) 2l w1 21 w1 s
Ik e e e L w2 e 2
E 2,|:.52+1:| 2 (st1) #41 2(s-1) =1 3 z.fﬁzﬂj Gl = e
F.oF 5"—53+2' [r—ﬂ:lﬂ 52—5—4 53—2' [-r—ﬁ:l' .52 —5—32* [r—ﬂ]'
L3 :-l||.|1]:_|':||.‘|‘.‘"l:| and x— - ane = -
I 305t 1 ! 0[5 1)
L c 1 c . 1.e2
;24 20 o1 2-1) 1 5 os
a 1 I ; 1 i ; 1 :r i 1 =2 =2 :r*—2
2ls2a) 2lsa) s 2l-1) +1 5 s 2(s20) 1) 2l1) s
Prenons les transformées inverses :
1 . -2 _ -2
x(t)=551n(t)+c2 e ’+C2 e+2 P6 w=1,P4a=1cta=-1,P1
1. -2 _ -2
y(t)=551n(t)—c2 e L e+C-2 P6 w=1,P4da=1eta=-1,P1
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Maintenant x(n) =2 va nous aider a trouver la valeur de C.

A a* [ (1
ﬂ.ﬂ_‘. I_e'?—e L -
- 2

i

[ (0% %r1)-2-(a% 72 474 l:l}l e —3-f}

a3

I:r- l:.ezl :+l]-’_'- [E: T aTy I]:l e

Donc C=2.

x(1) =%sin(t)+2

y(t)= %sin(f)

526- L{x}=X=L{x}=5-X-x(0)=s-X-2 P16
Py} =Y =>%{y'}=s-Y-y(0)=s-Y+1 P16

58{2} =7 i{z'}:S-Z—y(O)z
On prend la T.L. de chaque E.D. :

${x'}—§£{x}+§£{z'}:4${e_2t}:>s-X—2—X+s-Z=

s-Z P16

PV +2L{p}+ L} =L{0} = 5 Y +1+2Y +5-Z=0

s+2

P4 a=2

2${x}+§£{)"}+${y}+§8{2}=£B{2}:>2X+s-Y+1+Y+Z=% P1

On va résoudre matriciellement.

4 +2
s+2

(S+2)Y+S-Z:—1

(s-1)X+s-Z=

2X+(s+1)Y+Z:%—1

S
"4 +2_
s—1 0 s||X §4+2 X s—1
0 s+2 s|-|Y |= -1 =Y |=| 0
2 s+1 1]|Z %—1 Z 2
L S _
Y 13s 2 4 1
3(S2+2) 3(s2+2) 3(S+2) s+1
—s 13 8 2
Y = - - +
3(S2+2) 3(s2+2) 3(S+2) s+1
7 - ;4S n 25 " 2 +z
s°+2 s+2 s+1 s
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x(t)=§cos(\/§t ﬁt)—%e_”—e_’

)—Lsin(
32
P7etP27 0=~2,P4a=2cta=1

y(t) =_?lcos(\/§t)+3l—325in(\/§t)—§e_2’ +2e™!

N

P7etP27 0=~2,P4a=2cta=1

z(t)= —4cos(x/§t)+%sin(\/zt)+2e" +2

P7etP27 0=+2,P4 a=1

2
-1 ——13
=1 0 5 5+3
[ ) 1
b B 2
iy )
5

(sra)e |2 s245-2) .
[:rl 1) I:.e-l]r':_szllj
— 53 44e 52415 516

(e a)eleta)s [-r‘? i 2:'
[zt (3 5+1)

:-I'n—l'l-':<3+'}_'|

[5+1 ) {x+2)- [51+2}
{354 21150 50

(s+1)- (s+2)-[s242)

[araf(3-541)
L sfse1)-(s23)
135 2 3 1
B P T N i S - T
"5 13 B .2
3‘[5:*_3} 3_[5:+1} 52 st
'-l-'.'r_ 5 il 2 +E

PERT RTINS

\/_ . 20—t
x(t) =§cos(\/§t)—T2sm(x/§t)—§e —e

y(t) =_?1COS(\/§t)+ 13g/§ sin(\/zt)—ge_” +2e”

z(t)= —4c0s(\/§t)+¥sin(\/§t)+2e_’ +2

retour au début du chapitre 5
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