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Section 5.1 : Motivation et définitions
Section 5.2 : Propriétés supplémentaires et transformées inverses
Section 5.3 : Fonctions spéciales : échelon-unité et delta de Dirac
Section 5.4 : La convolution
Section 5.5 : Les systèmes d’équations différentielles

Section 5.1

5.1-a) ( ) ( )
2

2
3

0

21 s t sF s t e dt
s

¥
- -

= - × =ò

b) ( )
( )2

0

1at s tG s t e e dt
s a

¥
- -= × × =

+ò

c) ( ) ( )
( )22 2

0

2sin s t sH s t t e dt
s

w
w

w

¥
-= × × =

+
ò

Calculs pour le numéro 5.1 :

5.2-a) ( ) ( )
3 3

2
0 3

22 5
s

s t s t eF s e dt t e dt
s s

¥ -
- -= + - = -ò ò

b) ( ) ( ) ( )
4 6 6

4
2 2 2

0 4 6

4 1 3 14 3 9
s

s t s t s t s eG s t e dt e dt t e dt e
s ss s s

¥ -
- - - -æ ö= - × + + - × = - + + × -ç ÷

è øò ò ò

c) ( ) ( )
2

2
2

0
2

1 1sin
1

ss t s t sF s e dt t e dt e
s ss

p
p

p

¥ -- - æ ö= + × = + - ×ç ÷+è øò ò

Calculs pour le numéro 5.2 :
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5.3-a) { } { } { } 2 2
1 1 4 74 7 4 1 7 4 7t t
s ss s

- = - = - = -+ + + P1 et P2

b) ( ){ } ( ){ } 2 2 2
5 10 62sin 5 6cos 5 2 6

25 25 25
s st t

s s s
-

- = - =
+ + +

+ + P6 et P7 avec 5w =

c) { } ( ){ }
( ) ( )

3
2 22 2

1 2 4 2 242 3 sin 4 2 3
3 316 16

t s se t t
s ss s

- ×
+ = + = +

+ ++ +
+ +

P4 avec 3a =  et P10 avec 4w =

d) { } ( ){ }
( )

2 2
2 2

1 3 4 64 2 sin 3 4 2
2 2 4 132 9

t te e t
s s s ss

-- = - = -
- - + ++ +

+ +

P4 2a = -   et P8 2  et  3a w= =

e) { } { } { }
( ) ( )

3 3
3 1 2 4 2
3! 1 5 12 4 52 4 5 2 4

3 3
tt t e

s ss ss s
-

+- + = - + = - +
+ +

+ + +

P3 3n = , P5 3a =  et P1

f) { } { }2 2
2

1 1 4
2 2 4

t te e
s s s

-- = - =
- + -

+ +

P4 avec 2 22 pour  et 2 pourt ta e a e-= - =

g) ( ){ } { }2 2 1 2 11 1 2
1 2

t t te e e
s s s

+ = + + = + +
- -

+ + P1, P4 1  et  2a a= - = -

h) ( ){ } { } { }2 2 2
2 3

3 12 9 2!2 3 1 4 12 9 1 3 12 9t t t t t
s s s

×
+ - = + + - = + + = + ++ + +

2 3
3 12 18
s s s

= + +

 On a développé ( )22 3 1t + - , puis utilisation de P1, P2 et P3 2n =
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i) ( ) ( ){ } { }1 1t t t te e e e- -+ × - = -+ +   Le plus facile, pour arriver à ce résultat, est de

le calculer à la main; parce qu’on risque d’avoir du sinus hyperbolique, avec la
calculatrice...

{ } 2
1 1 2

1 1 1
t te e

s s s
-- = - =

- + -
+ P4 1  et  1a a= - = -  puis dénominateur commun

j) ( ){ } { } ( ){ } ( )
( )

21
5 1 1 5

22

4 422 4 cos 2 2 4 cos 2
5 4

t t
see t t e e t t

s s

-
- -

-
+ = + = +

- +
+ + +

P4 5a = -  et P11 2w =

k) Pour obtenir la formule ( ) ( )2 1 1sin cos 2
2 2

a a= - , on peut soit consulter le

formulaire mathématique (Annexe A.1) ou demander ( )( )( )2tCollect sin a  sur la

calculatrice . Il ne reste qu’à remplacer a par 3t.

( ){ } ( ) ( )
2

22
1 1 1 3sin 3 3 cos 6 3
2 2 2 2 36

st t t t
s ss

ì ü- = - - = - -í ý
î þ +

+ +

P1, P7 6w =  et P2
l) Encore une identité trigonométrique : ( ) ( ) ( )4sin 2 cos 2 2sin 4t t t= .

( ) ( ){ } ( ){ } 2
84sin 2 cos 2 2sin 4

16
t t t

s
= =

+
+ + P6 4w =

m) La calculatrice simplifie directement ( )3
2sin 8t p-  en ( )cos 8t

( ){ } ( ){ }3
2 2

22sin 8 2 cos 8
64

st t
s

p- = =
+

+ + P7 8w =

5.4- ( ) 1 1sinh
2 2

a t a ta t e e-= -

( ){ } { } 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2sinh
2 2 2

a t a t a aa t e e
s a s a s a s a

- æ öÞ = - = - = =ç ÷- + - -è ø
+ + P4

La seule différence avec la transformée du sinus ordinaire est le signe − au
dénominateur devant 2a

5.5- { } 1i te
s i

w

w
=

-
+

Ici il faut savoir qu’on ne laisse jamais de i au dénominateur dans les nombres
complexes. On peut alors soit effectuer la division à la main, soit demander à la
calculatrice le résultat de cette division.

5.6- Commencez avec ( ){ } ( )
1a i te

s a i
w

w
+ =

- +
+    et continuez!

retour au début du chapitre 5
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Section 5.2

5.7-a) Utilisons P19 à cause du 4te .

On a donc 4a = -  et ( ) ( )2
2 1 3
2! 2f t t F s

s s+= Þ = =

{ } ( ) ( )
( )

2 4
3

147 7 7 4
4

tt e F s a F s
s

= + = - =
-

+

b) Utilisons P19, avec 2a =  et

( ) ( ) ( )2 2
2 3

1 2 21 1 2f t t t t F s
s s s

= + = + + Þ = + +  P1, P2 et P3 2n =

( ){ } ( )
( ) ( )

22
2 3

1 2 21 2
2 2 2

te t F s
s s s

- + = + = + +
+ + +

+

c) Utilisons P20 à cause de la multiplication par 3t  et bien sûr P1 pour le 2ème terme.

( ) ( ) ( ) 2
43 et sin 4

16
n f t t F s

s
= = Þ =

+
P6 4w =

( ){ } ( ){ } { } ( )33 3
2

4 22 sin 4 2 2 sin 4 2 2 1
16

t t t t
ss

¢¢¢æ ö+ = + = × - × +ç ÷+è ø
+ + +

( )
( )

2

42

192 16 2

16

s s

ss

-
= +

+

d) P19 avec 5a = -  et ( ) ( ) ( )
( )

2 2

22

34 cos 3 4
9

sf t t t F s
s

-
= Þ =

+
P11 3w =

( ){ } ( ) ( )

( )( )
( )

( )

22
5

2 222

4 10 165 9
4 cos 3 5 4

10 345 9

t
s ss

e t t F s
s ss

- +- -
× = - = =

- +- +
+

e) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 1 cos 5 4 4 1 cos 5 4 cos 5 4 cos 5 cos 5t t t t t t t t t t+ = + + = + +

Pour le 1er terme, on prendra P20, avec 2n =  et ( ) ( ) ( ) 2cos 5
25

sf t t F s
s

= Þ =
+

On a utilisé P7 5w = , et on le réutilisera dans le 3ème terme; pour le 2ème terme, on
utilisera plutôt P11 5w = .
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( ){ } ( ){ } ( ){ }

( )
( )

( )
( ) ( )

2

2
2

2 2 22

2 2

3 2 22 2

4 cos 5 4 cos 5 cos 5

254 1 4
25 2525

8 75 254
2525 25

t t t t t

d s s s
ds s ss

s s s s
ss s

+ +

-æ ö= × - + +ç ÷+ +è ø +

× - -
= + +

++ +

+ + +

5.8-a) 1 1 1 2 34 3 1 14 3 4 3
2 3 2 3

t te e
s s s s

- - - - -ì ü ì ü ì ü- = - = -í ý í ý í ý
+ + + +î þ î þ î þ

+ + +

P4, 2a =  et 3a =

b) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

3 1 1 13 3cos 3 sin 3
39 9 9

s s t t
s s s

- - -+ì ü ì ü ì ü= + = +í ý í ý í ý
+ + +î þ î þ î þ

+ + +

P7 et P27, 3w =

c) 1 1 1 1
2 2 2

2 4 1 12 4
10 105 5 5

s s
s ss s s

- - - --ì ü ì ü ì ü ì ü- = - -í ý í ý í ý í ý
- -+ + +î þ î þ î þ î þ

+ + + +

( ) ( ) 102 5 sin 5 cos 5 4
5

tt t e= - - P7 et P27 5w =  et P4 10a = -

d)
2 2

1 1 1 1 2
3 3 2

2 3 2 1 1 22 3 3 1 3 1
2!

s s t t t t
ss s s

- - - -ì ü+ -ï ï ì ü ì ü ì ü= + - = + - = + -í ý í ý í ý í ý
î þ î þ î þï ïî þ

+ + + +

P25 3n = , P2 et P1

e)
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
3 2 3 22 2

4 2 1 14 2
5 525 25s ss s

- - -
ì ü ì üì üï ï ï ï ï ï+ = +í ý í ý í ý

- -ï ï ï ï ï ï+ +î þî þ î þ

+ + +

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 5

2 5
3

4 2 1sin 5 5 cos 5 2 sin 5 cos 5
2! 125 252 5

t
tt e tt t t t e t t= + - = + -

×

P26 3n = 5a = , et P29 5w =

f)
( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2 2

6 10 3 2 16 5 3
4 4 47 7

s s
s s ss s

- - - -
ì ü ì ü-ï ï ï ïì ü ì ü- = - -í ý í ý í ý í ý

+ + +î þ î þ+ +ï ï ï ïî þ î þ
+ + + +

( ) ( ) 76cos 2 5sin 2 3 tt t t e-= - - P7 et P6 2w =  et P5 7a =
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g) ( )
( )

1 1
2 2

3 3 9 13 1
6 13 3 4

ss
s s s

- -
ì ü- + ++ ï ïì ü =í ý í ý

- +î þ - +ï ïî þ
+ +

( ) ( )
1 1

2 2
3 23 5

3 4 3 4
s

s s
- -
ì ü ì ü-ï ï ï ï= +í ý í ý

- + - +ï ï ï ïî þ î þ
+ +

( ) ( )3 33 cos 2 5 sin 2t te t e t= +   P9 et P8 3 2a w= =

h) ( )
( ) ( )

1 1
2 2 2 2

1 21 1 1
2 2 1 31 1 1

2 4

ss
s s s s s s

- -

ì ü
+ -- ï ïì ü- = -í ý í ý

+ + + +î þ + +ï ï+ +î þ

+ +

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2
1 1 12

31 1 1 1 1
2 4

s
s s s

- - -

ì üì ü ì ü+ï ï ï ï ï ï= - -í ý í ý í ý
+ + + +ï ï ï ï ï ï+ +î þ î þ î þ

+ + +

( ) ( ) 21 3cos 2 sin sin
23

2

tt te t e t e t
-- - æ ö

= - - ç ÷ç ÷
è ø

( ) ( )( ) 22 3 3cos 2sin sin
3 2

tte t t e t
-- æ ö

= × - - ç ÷ç ÷
è ø

P9 et P8 1 1a w= =  et P8 1 3
2 2

a w= =

i)
( )

( )
( )

1 1 1
2 2 2

12 22 1 2 1 1 2
44 4 5 1 14 4 12 2

ss s
s s s s

- - -

ì ü ì ü+ -- -ï ï ï ïì ü = =í ý í ý í ý
+ +î þ ï ï ï ï+ + + +î þ î þ

+ + +

( ) ( )
( ) ( )1 1 2 2

2 2

1
2 2 1 1 12 cos sin
4 4 2 21 11 12 2

t ts
e t e t

s s

- -- -

ì ü ì ü+ï ï ï ï= - = -í ý í ý
ï ï ï ï+ + + +î þî þ

+ +

P9 et P8 1 1
2

a w= =

j)
( )

( ) ( )1
22

3 1 3 23 sin 2 2 sin 2 2
82 2 28

s t t t t
s

-
ì ü
ï ï = × =í ý

×ï ï+î þ

+

k)
( )

( )
( )

( ) ( )( )1
2 2 32

4 4 4 4sin 2 sin 2 2 cos 2
24 2 24

t t t t
s s

-
ì ü
ï ï- = - -í ý

+ï ï+î þ

+
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 7 12 sin 2 2 cos 2 sin 2 cos 2
4 4 4 2

t t t t t tæ ö= - + × = +ç ÷
è ø

P27 et P29 2w =

5.9-a) 1 1 1 4 4
2

3 8 5 1 1 1 5 1
2 4 2 4 2 216

t ts e e
s ss

- - - --ì ü ì ü ì ü= + = +í ý í ý í ý
+ --î þ î þ î þ

+ + + P4 4a =  et 4a = -

b) 1 1 1 2
2
5 4 1 1 1 13 311 2 22 1 2

tts e e
ss s s

-- - -
ì ü+ ï ïì ü ì ü= - = -í ý í ý í ý

-- - +î þ î þ ï ïî þ
+ + + P4 1a = -  et 1

2
a =

c)
( ) ( )
2

1 1 1
2 22 2

2 4 1 1 1 1 1sin 2
3 2 343 4

s t t
s ss s

- - -
ì ü-ï ï ì ü ì ü= - = -í ý í ý í ý

+î þ î þ× +ï ïî þ
+ + + P27 2w =  et P2

d)
( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

2 2
2 15 5 25 1 8 1 43 1

9 1 3 9 21 2 1
s s

s ss s s
- - - -
ì ü ì ü+ + -ï ï ï ïì ü ì ü= + +í ý í ý í ý í ý+ -î þ î þ+ × - +ï ï ï ïî þ î þ

+ + + +

225 8 43
9 3 9

t t te t e e- --
= + + P4 et P5 1a =  puis P4 2a = -

e)
( ) ( )

1
4 2

9
2 8 2 1s s s

-
ì üï ï =í ý

- - × +ï ïî þ
+

1 1 1 1 1
2 2

1 1 1 16 1 1 1 3 1
13 6 15 2 8 2 40 22 2 2

s
s ss s s

- - - - -
ì üï ïì ü ì ü ì ü ì ü- - + +í ý í ý í ý í ý í ý

× + -+ + +î þ î þ î þ î þï ïî þ
+ + + + +

( ) ( ) 2 221 1 8 1 3cos 2 sin 2
3 15 8 406 2

t t tt t e e e
- -= - - + +

( ) ( ) 2 221 2 8 1 3cos 2 sin 2
3 12 15 8 40

t t tt t e e e
- -= - - + +
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P7 et P27 2w = , P4 avec 1
2

a = , 2a =  et 2a = -

f)
( )

1
4 2 4

1
5 4 1

s s
s s s

-
ì ü+ï ï- =í ý

+ + -ï ïî þ
+

( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2 2 3 4
1 1 1 1 1
3 4 4 1 1 1 1

s s
s s s s s s

- - - -
ì ü ì üæ - ö ï ï ï ïì ü ì ü- + + - -í ý í ý í ý í ýç ÷+ + + +î þ î þ - -è ø ï ï ï ïî þ î þ

+ + + +

( ) ( ) ( ) ( ) 2 31 1 1 1 1 1cos 2 sin 2 cos sin
3 3 2 3 3 2! 3!

t tt t t t t e t e-
= - + + - -

×

( ) ( ) ( ) ( ) 2 31 1 1 1 1 1cos 2 sin 2 cos sin
3 6 3 3 2 6

t tt t t t t e t e-
= - + + - -

P7 et P27, 2w =  puis 1w = , P26 3n =  puis 4n =

g) ( )
2

1 1 1 8
3 2 2
2 24 8 13 3cos 2 2

88 8 64 8
ts s s t e

ss s s s
- - - -ì ü+ -ï ï ì ü ì ü= - = -í ý í ý í ý++ + + +î þ î þï ïî þ

+ + +

P7 2 2w =  et P4 8a =

h)
2

1 1 1
2 3 2

5 12 4 4 1 1 1
1 14 31 3 4 12 4 3

s s
s s s s s

- - -
ì üì üì ü- +ï ï ï ï ï ï= -í ý í ý í ý

- + - + -ï ïî þ ï ï ï ïî þ î þ
+ + +

3 31 1 1sin 2sin1 2 3 2 32

t tt te eæ ö æ ö= - = -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

P27 1
2

w = P4 1
3

a -
=

i) 1
2 2

4 3
4 4 15 6 1

s s
s s s s

- +ì ü+í ý
- - + -î þ

+

1 1 1 12 1 3 1 1 1 5 1
1 3 1 53 4 2 2 4 23 22 2s ss s

- - - -
ì ü ì ü ì üì üï ï ï ï ï ï ï ï= + - +í ý í ý í ý í ý

× ×- ++ -ï ï ï ï ï ï ï ïî þî þ î þ î þ
+ + + +

3 5
3 2 2 22 3 1 5

3 8 2 8
t t t t

e e e e
- -

= + - +
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P4 les 4 fois : 1
3

a -
= , 3

2
a = , 1

2
a =  et 5

2
a -
=

j)
( ) ( ) ( )

3 2
1 1 1 1

2 2 2 22

2 2 2 1 3 1 1 12 4
11 1 1

s s s
s ss s s s

- - - -
ì ü ì ü- - +ï ï ï ïì ü ì ü- = - +í ý í ý í ý í ý-î þ î þ× - - -ï ï ï ïî þ î þ

+ + + +

2 4t te t e t= - × + P4 et P5 1a = -  et P2

k)
( ) ( )

3 4
1 1 1 1

224 2
1 3 3 1 1 1212 11 2 2

s s s s
s sss s s

- - - -
ì ü ì ü+ + -ï ï ï ï ì ü ì ü= - +í ý í ý í ý í ý

++ î þ î þ+ × +ï ï ï ïî þî þ
+ + + +

1 1 1 2cos 2 cos 2
2 2 22

t tt e t t e t- -æ öæ ö= - + = - +ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø
P7 1

2
w = , P4 1a =  et P2

5.10-a) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }x X=+

donc { } ( )0 3x s X x s X¢ = × - = × -+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 3 5x s X s x x s X s¢¢ ¢= × - × - = × - -+ P17

{ } { } { } { }4 3 0x x x¢¢ ¢- + =+ + + +

( )2 3 5 4 3 3 0s X s sX X- - - - + =
On isole X avec la calculatrice et on obtient

2
3 7 2 1

1 34 3
sX

s ss s
-

= = +
- -- +

( ) { }1 1 32 1 2
1 3

t tx t X e e
s s

- - ì ü= = + = +í ý
- -î þ

+ + P4 1a = -  et 3a = -

b) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }x X=+

donc { } ( ) ( )2 20 0 1x s X s x x s X¢¢ ¢= × - × - = × -+ P17

{ } { } { }9 20 tx x e-¢¢ + =+ + +
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2 201 9
1

s X X
s

- + =
+

P4 1a =

( ) ( ) 2 22
21 3 2 2

19 91 9
s sX

ss ss s
+

= = - +
++ ++ × +

( ) { } ( ) ( )1 sin 3 2cos 3 2 tx t X t t e- -= = - ++ P6 et P7 3w =  et P4 1a =

c) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }y Y=+

donc { } ( )0 4y s Y y s Y¢ = × - = × -+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 4 1y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= × - × - = × - -+ P17

{ } { } { } { }2 6y y y t¢¢ ¢- + =+ + + +

( )2
2

64 1 2 4s Y s s Y Y
s

- - - × - + = P2

On isole Y :
( ) ( )

3 2

2 22 2
4 7 6 3 8 12 6

12 1 1
s sY

s s ss s s s
- +

= = - + +
-× - + -

( ) { }1 3 8 12 6t ty t Y t e e t-= = × - + ++ P5 et P4 1a = - , P1 et P2

d) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }y Y=+

donc { } ( )0y s Y y s Y¢ = × - = ×+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 2y s Y s y y s Y¢¢ ¢= × - × - = × -+ P17

{ } { } { } { }2 34 4 25 ty y y t e-¢¢ ¢- + =+ + + +  P19 3a = ( ) 2f t t=

( ) { }2
3

2F s t
s

= =+  P3 2n =

( )
( )3

23
3

F s
s

+ =
+

( )
2

3
22 4 4
3

s Y s Y Y
s

- - × + =
+

On isole Y :
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2

3 2 3 22

2 9 27 52 6 4 2 6 12
25 3 25 23 4 4 5 3 3 5 2

s s s
Y

s ss s s s s s

+ + +
= = + + - +

+ -+ - + + + -

( ) { }1 3 3 2 3 2 26 4 6 12
25 5 25 5

t t t t ty t Y e t e t e e t e- - - -= = + × + × - + ×+

e) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }x X=+

donc { } ( )0 2x s X x s X¢ = × - = × -+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 2 1x s X s x x s X s¢¢ ¢= × - × - = × - -+ P17

{ } { } { } { }4 20 0x x x¢¢ ¢+ + =+ + + +

( )2 2 1 4 2 20 0s X s sX X- - + - + =

( )
( )2 2

2 2 52 9
4 20 2 16

ssX
s s s

+ ++
= =

+ + + +

( ) { }
( ) ( )

1 1 1
2 2
2 12 5

2 16 2 16
sx t X

s s
- - -

ì ü ì ü+ï ï ï ï= = +í ý í ý
+ + + +ï ï ï ïî þ î þ

+ + +

( ) ( ) ( )2 252 cos 4 sin 4
4

t tx t e t e t- -= + P9 et P28 2 4a w= =

f) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }x X=+

donc { } ( )0 2x s X x s X¢ = × - = × -+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 2 1x s X s x x s X s¢¢ ¢= × - × - = × - -+ P17

{ } { } { } { }54 10 2 tx x x e-¢¢ ¢+ + =+ + + +

( )2 22 1 4 2 10
5

s X s sX X
s

- - + - + =
+

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2 19 47 28 137 2

15 55 4 10 15 4 10
s s sX

ss s s s s
+ + +

= = +
++ × + + + +
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( ) { } ( )
( )

1 1 1
2

28 2 811 2 1
15 15 52 6

s
x t X

ss
- - -

ì ü+ +ï ï ì ü= = +í ý í ý+î þ+ +ï ïî þ
+ + +

( )
( ) ( )

1 1 1
2 2

28 2 81 1 2 1
15 15 15 52 6 2 6

sx t
ss s

- - -
ì ü ì ü+ï ï ï ï ì ü== + +í ý í ý í ý+î þ+ + + +ï ï ï ïî þ î þ

+ + +

( ) ( ) ( )2 2 528 27 2cos 6 sin 6
15 155 6

t t tx t e t e t e- - -== + +

P9 et P28 2 6a w= =  puis P4 5a =

( ) ( ) ( )2 2 528 9 6 2cos 6 sin 6
15 10 15

t t tx t e t e t e- - -== + +

g) On prend la transformée de Laplace de l’équation différentielle, avec { }y Y=+

donc { } ( )0 3y s Y y s Y¢ = × - = × -+ P16

{ } ( ) ( )2 20 0 3 1y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= × - × - = × - ++ P17

{ } ( ) ( ) ( )3 2 3 20 0 0 3 2y s Y s y s y y s Y s s¢¢¢ ¢ ¢¢= × - × - × - = × - + -+ P18 3n =

{ } { } { } { } { } { }2 2 4 1y y y y t¢¢¢ ¢¢ ¢- + - = ++ + + + + +

( ) ( )3 2 2
2

4 13 2 2 3 1 3 2s Y s s s Y s s Y Y
ss

- + - - - + + × - - = + P2 et P1

( ) ( ) ( ) ( )
4 3 2

22 3 2 2 2
3 7 7 4 16 8 13 3 2

10 2 22 2 5 1 5 1
s s s s sY

s s ss s s s s s
- + + +

= = - + - -
-× - + - + +

( ) { }1y t Y-= +

( ) 1 1 1 1 1
2 2 2

16 8 1 13 1 1 3 12
5 5 10 2 21 1

sy t
s ss s s

- - - - -ì ü ì ü ì ü ì ü ì ü= - + - -í ý í ý í ý í ý í ý
-+ +î þ î þ î þ î þ î þ

+ + + + +

( ) ( ) ( ) 216 8 13 3cos sin 2
5 5 10 2

ty t t t e t= - + - - P7 et P6 1w = , P4 2a = - , P2 et P1
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5.11-  Il faut calculer ( ){ } ( )( ){ }1cos sint tw w
w

¢× = ×+ +  en utilisant P6 et P16,

Le but est d’arriver à P7

5.12-  Suivez l’indice qui est donné dans le manuel.

retour au début du chapitre 5
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Section 5.3

5.13-a)  On utilise P21 parce que la fonction échelon est multipliée par une variable.
( )g t t=  et 1a = ; on calcule ( ) ( )1 1g t a g t t+ = + = +

( ){ } { }1
2

1 11 1s st u t e t e
ss

- × - æ ö× - = × + = +ç ÷
è ø

+ + P2 et P1

b) P21 avec ( ) ( )23g t t= -  et 3a =

On calcule ( ) 23g t t+ =

( ) ( ){ } { }
3

2 3 2 3
3 3
2 23 3

s
s s et u t e t e

s s

-
- -- × - = = =+ + P3 2n =

c) P21 avec ( ) 1g t t= +  et 5a =
On calcule ( )5 6g t t+ = +

( ) ( ){ } { }5 5
2

1 61 5 6s st u t e t e
ss

- - æ ö+ × - = × + = +ç ÷
è ø

+ + P2 et P1

d) Pour le premier terme, P21 avec ( ) 2tg t e=  et 3a =

On calcule ( ) ( )2 3 2 6 6 23 t t tg t e e e e+ ++ = = = ×

( ){ } { }
6 3

2 3 6 23
2

s
t s t ee u t e e e

s

-
-× - = × × =

-
+ + P4 2a = -

Pour le deuxième terme, P21 avec ( ) 3tg t e-=  et 2a =

On calcule ( ) ( )3 2 3 6 6 32 t t tg t e e e e- + - - - -+ = = = ×

( ){ } { }
6 2

3 2 6 32
3

s
t s t ee u t e e e

s

- -
- - - -× - = × × =

+
+ + P4 3a =

( ) ( ){ }
6 3 6 2

2 33 2
2 3

s s
t t e ee u t e u t

s s

- - -
-× - - × - = -

- +
+

e) Pour le premier terme, P21 avec ( ) ( )cos 2g t t=  et
2

a p
=

On calcule ( ) ( )cos 2 cos 2
2

g t t tp
pæ ö+ = + = -ç ÷

è ø

( ) ( ){ }
2

2
2cos 2 cos 2

2 4

s
s s et u t e t

s

p
pp

-
-ì ü - ×æ ö× - = - =í ýç ÷ +è øî þ

+ + P7 2w =

Pour le deuxième terme, P7 2w =  : ( ){ } 2
33cos 2

4
st

s
=

+
+
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( ) ( )
2

2 2
3cos 2 3cos 2

2 4 4

s
s s et u t t

s s

p
p

-
ì ü ×æ ö× - + = -í ýç ÷ + +è øî þ

+

f) P15 avec 3a =  pour le premier terme, et P14 pour le deuxième :

( ) ( ){ } 32 3 2 1st t ed d -- - = -+

g) ( ) ( ){ } 2 22 2 1 2 1 2
s

seu t t e
s s

d
-

-- - - - = - -+ P1, P13 1a =  et P15 1a =

5.14-a) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1 2 3 1g t u t u t u t u t= + - - - = - -

( ) ( ){ } 2 32 3 1
seu t u t

s s

-

- - = -+ P1 et P13 1a =

b) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2f t u t t u t= + - + -

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }213 3 2 3 2 3su t t u t e t
s

-+ - - = + + -+ + P1 et P21 ( ) 3g t t= - 2a =

{ }2 2
2

3 3 1 11s se t e
s s ss

- - æ ö= + - = + -ç ÷
è ø

+ P2 et P1

c) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1 1 1g t t u t t u t t u t t u t= - + - - + - = - + -

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }2 2 2 21 1 1 1G s t u t t u t t u t t u t= - + - = - + -+ + +

{ } { } ( ){ } { }22 2
3

1 21 1 2 1s st e t e t t
s s

- -= - + + = - + + ++ + + +

P1, P3 2n =   et P21 ( ) 2g t t= 1a =

( ) 3 3 2
1 2 2 2 1sG s e
s ss s s

- æ ö= - + + +ç ÷
è ø

P1, P2 et P3 2n =

d) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )25 5 2 2 2 4 4q t u t t u t t t u t= + - + + - + - + + - -

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )25 3 2 2 4q t u t t u t t t u t= + - - + - - -

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }25 3 2 2 4Q s u t t u t t t u t= + - - + - - -+ + +

( ) { } ( ) ( ){ }22 45 2 3 2 4 4s sQ s e t e t t
s

- -= + + - + - + - ++ +

P1, P21 ( ) 3g t t= - 2a =   et P21 ( ) 22g t t t= - - 4a =

( ) { } { }2 4 25 1 9 18s sQ s e t e t t
s

- -= + - + - - -+ +
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( ) 2 4
2 3 2

5 1 1 2 9 18s sQ s e e
s s ss s s

- -æ ö æ ö= + - - + +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

P2 et P1 2 fois et P3 2n =

e) ( ) ( ) ( )( )1 1 sin
2

h t u t t u t pæ ö= × + - + -ç ÷
è ø

( ) ( ){ } ( )( )1 sin
2

H s u t t u t pì üæ ö= + - + -í ýç ÷
è øî þ

+ +

On utilisera P1 pour le 1er terme et, pour le 2ème, P21 ( ) ( )sin 1g t t= -  et
2

a p
=

( )cos 1
2

g t tpæ ö+ = -ç ÷
è ø

( ) ( ){ }2 2
2

1 1 1cos 1
1

s s sH s e t e
s s ss

p p- - æ ö= + - = + -ç ÷+è ø
+ P7 1w =  et P1

f) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4 4 3 4 3 9 6f t t u t t u t t u t= - + - - + - + - + - -

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 4 6 6t u t t u t t u t= - + - - + - -

On prendra P21. Pour le premier, ( ) 4g t t= - 0a =
Pour le deuxième, ( ) 1g t t= - 4a = ( )4 3g t tÞ + = +

Pour le dernier, ( ) 6g t t= - 6a = ( )6g t tÞ + = -

( ) ( ){ } { } { }
6

4 6 4
2 2 2

4 1 1 34 3
s

s s s eF s t e t e t e
s ss s s

-
- - - æ ö= - + + - = - + + -ç ÷

è ø
+ + +

avec l’utilisation de P1 et P2

5.15-a)
( )

2
1 1

2
1

44

se
ss

-
- -
ì üï ï ì ü+í ý í ý+î þ+ï ïî þ

+ +

Pour le premier, on passera par P22, 2a =  et ( )
( )2

1
4

F s
s

=
+

( )
( )

1 4
2

1
4

tf t te
s

- -
ì üï ïÞ = =í ý

+ï ïî þ
+ P5 4a =

ce qui donnera ( ) ( ) 4 82 2 tf t t e- +- = -
Pour le second, P4 4a =

( )
( ) ( )

2
1 4 8 4

2
1 2 2

44

s
t te t e u t e

ss

-
- - + -
ì üï ï+ = - - +í ý++ï ïî þ

+

b) 1 5 4
3 2

1 5 1
4

s sse e
s s

- - -ì - üæ ö+í ýç ÷+è øî þ
+



Chantal Trottier mars 2018 145

P22 pour les 2 termes

Pour le premier terme, 5a =  et ( ) ( )
2

3
1

2
tF s f t

s
= Þ =  par P25 3n =

( ) ( )215 5
2

f t tÞ - = -

Pour le second, 4a =  et ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 15 5cos 2 sin 2

24 4
sF s f t t t

s s
= - Þ = -

+ +
par P7 et P27 2w =

( ) ( )( ) ( )14 5cos 2 4 sin 2 8
2

f t t tÞ - = × - - -

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 5 4
3 2

2

1 5 1
4

1 15 5 5cos 2 8 sin 2 8 4
2 2

s sse e
s s

t u t t t u t

- - -ì - üæ ö+ =í ýç ÷+è øî þ
æ ö- - + - - - × -ç ÷
è ø

+

c) 1 2
2 21 2

ss se
s s

p
--

ì üï ï+í ý
+ +ï ïî þ

+

Pour le premier terme, P22
2

a p
=  et ( ) ( ) ( )2 cos

1
sF s f t t

s
= Þ =

+
P7 1w =

( )cos sin
2 2

f t t tp pæ ö æ öÞ - = - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

Pour le deuxième terme, P7 2w = ( )1
2 cos 2

2
s t

s
- ì üÞ =í ý

+î þ
+

( ) ( )1 2
2 2 sin cos 2

21 2
ss se t u t t

s s

p p--
ì üï ï æ ö+ = × - +í ý ç ÷+ + è øï ïî þ

+

d)
( ) ( )

2
1 3

2
3 12

16 5
ss e

s s
- -
ì ü-ï ï
í ý

- +ï ïî þ
+

On utilisera P22 3a = , et il faut décomposer en fractions partielles.

( ) ( )( )

2

2
3 12 7 9 1 1 1

5 2 4 2 416 5
sF s

s s ss s
-

= = - × + ×
+ + -- +

( ) 5 4 49 17
2 2

t t tf t e e e- -Þ = - + , P4 les 3 fois, 5, 4 puis 4a a a= = = -
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( ) 5 15 4 12 4 129 13 7
2 2

t t tf t e e e- + - + -Þ - = - +

( ) ( )
( )

2
1 3 5 15 4 12 4 12

2
3 12 9 17 3

2 216 5
s t t ts e e e e u t

s s
- - - + - + -
ì ü-ï ï æ ö= - + × -í ý ç ÷

è ø- +ï ïî þ
+

5.16-a) ( )2 5 1di i t
dt

d+ = -

On prend la transformée de l’équation différentielle, avec { }i I=+

( )0 2 5 ss I i I e-× - + = P16 pour la dérivée et P15 1a =  pour la Dirac

5 22 2 5
2 2

s
s es I I e I

s s

-
-- + = Þ = +

+ +

( ) { } ( ) ( )2 11 25 1 2t ti t I e u t e- -- -= = - ++

par P22 ( ) ( ) ( ) ( )2 1251,  1
2

tta F s f t e f t e
s

- --= = Þ = Þ - =
+

P4 2a =

et P4 2a =  pour le deuxième terme.

b) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }x X=+

donc { } ( )0x s X x s X¢ = - =+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 3x s X s x x s X¢¢ ¢= - - = ++ P17

préparons-nous : ( ){ } 22 st ed -- =+ P15 2a =

{ } ( ){ }4 4 6 2x x x td¢¢ ¢+ + = -+ +

2 2 2
2 2

6 33 4 4 6
4 4 4 4

s ss X s X X e X e
s s s s

- -+ + + = Þ = -
+ + + +

P22 2a =  et ( )
( )

( ) 2
2 2

6 6 6
4 4 2

tF s f t t e
s s s

-= = Þ =
+ + +

 P5 2a =

( ) ( ) ( )2 22 6 2 tf t t e- -Þ - = -
On résout le deuxième terme avec P5 2a = .

( ) { } ( ) ( )1 2 4 26 2 2 3t tx t X t e u t t e- - + -= = - - -+

c) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( )0y sY y sY¢ = - =+ P16

on a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
322 3

seg t u t u t G s g t
s s

-

= - - Þ = = -+ P1 et P13 3a =

{ } ( ){ }2y y g t¢ + =+ +
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( ) ( )
3

32 1 12 2
2 2

s
sesY Y Y e

s s s s s s

-
-+ = - Þ = -

+ +

La même fonction apparaît dans les 2 termes. Pour le 1er terme, on prendra la
transformée inverse directement, avec P1 et P4 2a = . Pour le 2ème terme, on passe

par P22 3a =  puis on calculera ( )3f t - , à partir de ( ) 21 1
2 2

tf t e-= -

( ){ } ( ) ( )
1 1 31 12

2 2
sY s e

s s s s
- - -ì üï ï= -í ý+ +ï ïî þ

+ +

( ) ( )
1 31 1 1 12

2 2 2 2 2 2
se

s s s s
- -
ì üæ ö æ öï ï= × - - × -ç ÷ ç ÷í ýç ÷ ç ÷+ +ï ïè ø è øî þ

+

( ) ( )
1 1 31 1 1 1

2 2 2 2
se

s s s s
- - -

ì üì ü æ öï ï ï ï= - - × -ç ÷í ý í ýç ÷+ +ï ï ï ïî þ è øî þ
+ +

( ) ( )2 32 1 11 3
2 2

tte e u t- -- æ ö= - - - × -ç ÷
è ø

( ) ( )2 2 61 11 3
2 2

t ty t e e u t- - +æ ö= - - - × -ç ÷
è ø

d) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( )0 1y sY y sY¢ = - = -+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= - - = -+ P17

on a ( ) ( ) ( ) ( )
212 2 2

seg t u t u t G s
s s

-

= - - Þ = - P1 et P13 2a =

{ } ( ){ }3 2y y y g t¢¢ ¢- + =+ +

( )
2

2 1 23 1 2
ses Y s s Y Y

s s

-

- - × - + = -

Remarquez que la présence d’une exponentielle, 2se- , nous oblige à ramener la
réponse, après « expand », sur la ligne d’édition, puis [ENTER]. On obtient ainsi
l’effet voulu : on a développé en fractions partielles, et on voit clairement
l’exponentielle.
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( )
22 1 1 1 1 1

1 2 1 2 2 2
sY e

s s s s s s
-æ ö= - - + - +ç ÷- - - -è ø

{ } ( ) ( )1 21 12 2
2 2

t tY f t u t e e- = - × - + - ++ P4 1a = - , P4 2a = -  et P1

où ( ) 22 1t tf t e e= - -  pour P22 2a = ; P4 1a = - , P4 2a = -  et P1

( ) ( )( ) ( )2 22 21 12 1 2
2 2

tt t ty t e e u t e e--= - - × - + - +

e) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }x X=+

donc { } ( ) ( )2 20 0 1x s X s x x s X¢¢ ¢= - - = -+ P17

calculons ( ){ }
3

3
seu t

s

-

- =+ P13 3a =

{ } ( ){ }3x x u t¢¢ + = -+ +

3
2 1

ses X X
s

-

- + =

( )
3

2 2
1 1

1 1
sX e

s s s
-= +

+ × +

Premier terme : ( )1
2
1 sin

1
t

s
- ì ü =í ý

+î þ
+ P6 1w =

Deuxième terme :
( )

1 3 1 3
22

1 1
11

s s se e
s ss s

- - - -
ì ü ì üï ï æ ö= -í ý í ýç ÷+è ø× + î þï ïî þ

+ +

P22 3a =  et ( ) ( ) ( )2
1 1 cos

1
sF s f t t

s s
= - Þ = -

+
P7 1w =

( ) ( ) ( )( ) ( )1 3
2

1 3 3 1 cos 3 3
1

s se f t u t t u t
s s

- -ì üæ ö- = - × - = - - × -í ýç ÷+è øî þ
+

( ) ( ) ( )( ) ( )sin 1 cos 3 3x t t t u t= + - - × -

f) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( ) ( )2 20 0 1y s Y s y y s Y¢¢ ¢= - - = -+ P17

on calcule ( ){ } { }2
2

12 2st t u t e t
s

-- × - = - ++ + P2 et P21 2a =  et ( )f t t=

finalement ( ){ } 2
2 2

1 1 22 st t u t e
ss s

- æ ö- × - = - +ç ÷
è ø

+

{ } ( ){ }2y y t t u t¢¢ + = - × -+ +
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2 2
2 2

1 1 21 ss Y Y e
ss s

- æ ö- + = - +ç ÷
è ø

2
2 2 2 2

1 1 2 12
1 1

ssY e
ss s s s

-æ ö= + + - - ×ç ÷+ +è ø

On utilisera P2, puis P22 2a =  et

( ) 2 2 2
1 2 12

1 1
sF s

ss s s
= + - -

+ +
( ) ( ) ( )2cos sin 2f t t t tÞ = + - - P6 et P7 1w = , P1 et P2

( ) ( ) ( ) ( )2 2cos 2 sin 2 2 2f t t t tÞ - = - + - - - -

( ) { }1 1 2
2 2 2 2

1 1 2 12
1 1

ssy t Y e
ss s s s

- - -ì üæ ö= = + + - - ×í ýç ÷+ +è øî þ
+ +

( ) ( ) ( )( ) ( )2cos 2 sin 2 2y t t t t t u t= + - + - - × -

g) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( ) ( )2 20 0 3 1y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= - - = - ++ P17

on calcule ( ){ } st e pd p -- =+ P15

{ } ( ){ }y y td p¢¢ + = -+ +
2 3 1 ss Y s Y e p-- + + =

2 2 2
13

1 1 1

se sY
s s s

p-

= + -
+ + +

{ } ( ) ( ) ( ) ( )1 sin 3cos sinY t u t t tp p- = - × - + -+

P22 a p= , ( ) ( ) ( )2
1 sin

1
F s f t t

s
= Þ =

+
P6 1w = , puis P7 et P6 1w =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3cos sin siny t t t t u t p= - - × -
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h) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( )0 2y sY y sY¢ = - = -+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0 2 2y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= - - = - ++ P17

on calcule ( ) ( ){ } 21 2 s st t e ed d - -- - - = -+ P15 1a =  puis 2a =

{ } { } { } ( ){ } ( ){ }2 3 1 2y y y t td d¢¢ ¢+ - = - - -+ + + + +

( )2 22 2 2 2 3 s ss Y s s Y Y e e-- + + × - - = -

( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1 1 1 1

3 1 4 1 4 3 4 3 4 1
s sY e e

s s s s s s
- -æ ö æ ö

= + + - + -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷+ - - + + -è ø è ø

P4 3a =  et 1a = -

P22 1a = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
1 1

1 1 1
4 1 4 3 4

t tF s f t e e
s s

-= - Þ = -
- +

P4 1a = -  et 3a =

P22 3a = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
2 2

1 1 1
4 3 4 1 4

t tF s f t e e
s s

-= - Þ = -
+ -

P4 3a =  et 1a = -

{ } ( ) ( ) ( ) ( )1 3
1 21 1 2 2t tY e e f t u t f t u t- -= + + - × - + - × -+

( )( ) ( ) ( )( ) ( )3 1 3 23 1 21 11 2
4 4

t tt t t te e e e u t e e u t- - - -- - -= + + - × - + - × -

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 3 3 6 21 11 2
4 4

t t t t t ty t e e e e u t e e u t- - - + - + -= + + - × - + - × -

i) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( ) ( )2 20 0 1y s Y s y y s Y¢¢ ¢= - - = -+ P17

on a ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
2 2sin 2 sin 2

4 4
sh t t u t t u t H s e

s s
pp -= × - × - Þ = -

+ +
P6 2w = , puis P21 a p=  et ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin 2 sin 2 2 sin 2g t t g t t tp p= Þ + = + =

{ } { } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }4 sin 2 sin 2y y t u t t u t p¢¢ + = - -+ + + +

2
2 2
2 21 4

4 4

ses Y Y
s s

p-

- + = -
+ +
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( ) ( )
2

2 22 2

6 2

4 4

ss eY
s s

p-+
= -

+ +

Ici il faut ajuster. À cause du ( )22 4s +  au dénominateur, on ne veut pas avoir de 2s

au numérateur.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

6 2 4 2 2 4 2 2

4 4 4 4 4 4 4

s s ss e s e s eY
s s s s s s s

p p p- - -+ + + +
= - = - = + -

+ + + + + + +

( ) ( )2 2 22 2

1 2 2
4 4 4

seY
s s s

p-
= + -

+ + +

P27 et P29 2w =  puis P22 a p=  et P29 2w =  pour ( )
( )22

2

4
F s

s
=

+

( ) ( ) ( )( )2 sin 2 2 cos 2
2 8

f t t t tÞ = -
×

( ) ( ) ( ) ( )( )1 sin 2 2 cos 2
8

f t t t tp pÞ - = - -

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 1sin 2 sin 2 cos 2 sin 2 2 cos 2
2 8 8 8

Y t t t t t t t u tp p- = + - + - - × -+

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )5 1 1sin 2 cos 2 sin 2 2 cos 2
8 4 8

y t t t t t t t u tp p= - + - - × -

5.17-  Il faut montrer que ( ) ( ){ } ( ){ }a sg t u t a e g t a-× - = ++ +

Calculez ( ) ( ){ } ( ) ( )
0

s tg t u t a g t u t a e dt
¥

-× - = × - ×ò+

et posez le changement de variable r t a= -  pour évaluer l’intégrale.

5.18-a) ( ){ }
( )

( )
( )

2

2
0

2 2 2

2 1
2 5 2

1 1

s t
s

s s

t e dt
s e s

f t
e s e

-

-

+ ×
+ × - -

= =
- × -

ò
+
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b) ( ){ }
( )

( ) ( )
2

0
2

1sin
11sin

1 1 1 1

ss t
s

s s s

et e dt
est

e e s e

p
p

p

p p p

--
-

- - -

+×
++= = =

- - + × -

ò
+

( ) ( )2

1

1 tanh 2
ss p

=
+ ×

c) ( ) 1 si 0
1 si  2

t a
f t

a t a
< <ì

= í- < <î
; 2P a=

( ){ }
( )

2 2

0 0
2 2

1 1

1 1

a a a
s t s t s t

a
a s a s

f t e dt e dt e dt
f t

e e

- - -

- -

× × + - ×

= =
- -

ò ò ò
+

( )
( )2

2

tanh 21 2
1

a s a s

a s

a s
e e

ss e

- -

-

- +
= =

× -

d) ( ) 1   si 0f t t t a
a

= < < ; P a=
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( ){ } ( )
0

2
1

1 1

a
s t

a s

a s a s

t e dt
a e a sf t

e a s e

-

-

×
- × -

= =
- × × -

ò
+

Pour avoir la réponse du manuel :

( ){ } ( )
( )

( )2 2

11
1 1

a s a sa s a s

a sa s a s

e a s ee a s ef t
ea s e a s e

--

- -

- × - ×- × -
= × =

× × - × × -
+

retour au début du chapitre 5
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Section 5.4

5.19-a) ( )f w w=  et ( ) 2g t w- =

2

0

*2 2
t

t w dw t= × =ò

b) ( )
5

55

0

1*
25 5 25

t t
t wt e tt e w e dw

-
- -- = × = + -ò

c) ( ) ( ) ( )
0

1*sin 1 sin 1 cos
t

t t w dw t= × - = -ò

5.20-a)
( )

1 1 1 1
2 2 2 2 22

5 5 1 5 1*
4 4 4 44

s s s
s s s ss

- - - -
ì ü
ï ï ì ü ì ü ì ü= × =í ý í ý í ý í ý

+ + + +î þ î þ î þï ï+î þ

+ + + +

( ) ( )15cos 2 * sin 2
2

t t= P7 et P27 2w =

( ) ( )( )
0

15cos 2 sin 2
2

t

w t w dw= × -ò

( )5 sin 2
4

t t= ×

b)
( ) ( )

( ) ( )1 1
3 2 22 2

1 1sin * sin
211 1

s s t t t
ss s

- -
ì ü ì ü
ï ï ï ï= × =í ý í ý

+ï ï ï ï+ +î þ î þ

+ + P27 et P30 1w =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1 1 1sin sin sin cos
2 8 8

t

w t w t w dw t t t t= × - - = -ò
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c)
( ) ( )

1 1 3
2 2 22

2 2 1 2 *
3 3

tt t e
ss s s

- - -
ì ü ì üï ï ï ï= × = ×í ý í ý

+ +ï ï ï ïî þ î þ
+ + P2 et P5 3a =

( ) ( )3 3

0

2 4 2 42
9 27 9 27

t
t w tt tw t w e dw e- - -æ ö= × - = + × + -ç ÷

è øò

5.21-a)  On prend la T.L. de l’É.D., avec { }y Y=+

donc { } ( ) ( )2 20 0y s Y s y y s Y¢¢ ¢= - - =+ P17

{ } { } ( ){ }9y y g t¢¢ + =+ + + , disons ( ){ } ( )g t G s=+

( ) ( )2
2
19

9
s Y Y G s Y G s

s
+ = Þ = ×

+

{ } ( ) ( )1 1 sin 3 *
3

Y t g t- =+ P27 3w =

( ) ( ) ( )
0

1 sin 3
3

t

y t w g t w dw= × -ò

b) On prend la T.L. de l’É.D., avec { }x X=+

donc { } ( )0x s X x s X¢ = - =+ P16

et { } ( ) ( )2 20 0x s X s x x s X¢¢ ¢= - - =+ P17

{ } { } { } ( )2 5x x x G s¢¢ ¢+ + =+ + +

( ){ } ( )
( )

( )2
2 2

1 12 5
2 5 1 4

s X s X X g t X G s G s
s s s

+ + = Þ = × = ×
+ + + +

+

{ } ( ) ( )1 1 sin 2 *
2

tX e t g t- -=+ P28 1a = 2w =

( ) ( ) ( )
0

1 sin
2

t
wx t e w g t w dw-= × -ò
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5.22-a) ( ) ( ) ( )

0

1 sin 3 2
3

t
t wy t w e dw- -= ×ò

( ) ( ) ( )1 1 1sin 3 cos 3
15 5 5

ty t t t e-= - +

Remarquez qu’on a remplacé 3 par a pour simplifier la réponse.

b) ( ) ( ) ( )

0

1 sin 2
2

t
t wwx t e w e dw- --= ×ò

( ) ( )1 1 cos 2
2 2

t tx t e e t- -= - ×

retour au début du chapitre 5
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Section 5.5

5.23-a) { } { } ( )0 2x X x s X x s X¢= Þ = × - = × -+ + P16

{ } { } ( )0 1y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × ++ + P16

On prend la T.L. de chaque É.D. :
{ } { } 2x y s X Y¢ = Þ - =+ +

{ } { } 1y x sY X¢ = - Þ + = -+ +

On résout pour X et Y et on obtient

( ) ( ) ( )2 2
12 2cos sin

1 1
sX x t t t

s s
= - Þ = -

+ +
P6 et P7 1w =

( ) ( ) ( )2 2
2 cos 2sin

1 1
sY y t t t

s s
-

= - Þ = - -
+ +

P6 et P7 1w =

b) { } { } ( )1 1 1 1 1 10 1i I i s I i s I¢= Þ = × - = ++ +

{ } { } ( )2 2 2 2 2 20 2i I i s I i s I¢= Þ = × - = -+ +

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } { } { }1 1 2 1 1 25 0 1 5 0i i i s I I I¢ + - = Þ + + - =+ + + +

{ } { } { } { }2 1 2 2 1 24 5 0 2 4 5 0i i i s I I I¢ + + = Þ - + + =+ + + +

On résout pour 1I  et 2I  et on complète le carré :
( )

( ) ( ) ( )1 2 2 2 2

3 85 3 42
6 25 3 16 3 16 3 16

ss sI
s s s s s

- + +- + +
= = = - +

+ + + + + + + +

( ) ( )
( ) ( )2 2 2 2

2 3 2 3 32
6 25 3 16 3 16

s s sI
s s s s

+ + +
= = =

+ + + + + +
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{ } ( ) ( ) ( )1 3 3
1 1 2 sin 4 cos 4t tI i t e t e t- - -= = -+ P8 et P9 3a = 4w =

{ } ( ) ( )1 3
2 2 2 cos 4tI i t e t- -= =+ P9 3a = 4w =

c) { } { } ( )0x X x s X x s X¢= Þ = × - = ×+ + P16

{ } { } ( )0 1y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × -+ + P16

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } { } { } ( ) 13 3 1
1

tx y y e s X sY Y
s

¢ ¢+ + = Þ + - + =
-

+ + + + P4 1a = -

{ } { } { } 1y x y sY X Y¢ - = Þ - - =+ + +

On résout pour X et Y et on obtient

( )2
3
1

X
s
-

=
+

( ) ( ) ( )2
3 3 1

4 1 4 12 1
Y

s ss
= + +

+ -+

{ } ( )1 3 tX x t t e- -= = -+ P5 1a =

{ } ( )1 3 3 1
4 2 4

t t tY y t e t e e- - -= = + ++ P4 et P5 1a = , puis P4 1a = -

d) { } { } ( )0 5x X x s X x s X¢= Þ = × - = × -+ + P16

{ } { } ( )0 1y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × ++ + P16

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } { } { }2
3

23 6 27 5 3 6 27x x y t s X X Y
s

¢ - - = Þ - - - =+ + + + P3 2n =

{ } { } { } { } 53 5 5 1 3
1

tx y y e s X sY Y
s

¢ ¢+ - = Þ - + + - =
-

+ + + + P4 1a = -

On résout pour X et Y et on obtient
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{ }1 2
2 3

3 2 6 18 183 2 6
1 2

tX X e t t
s s s s

-= + + - Þ = + + -
-

+

P4 1a = - , P1, P2, P25 3n =

{ }1
2

1 6 6
1

tY Y e t
s s

--
= - Þ = - -

-
+ P4 1a = - , P2

( ) 23 2 6 9tx t e t t= + + -

( ) 6ty t e t= - -

e) { } { } ( )0x X x s X x s X¢= Þ = - =+ + P16

{ } ( ) ( )2 2et 0 0 10x s X s x x s X¢¢ ¢= - × - = -+ P17

{ } { } ( )0 5y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × -+ + P16

On prend la T.L. de chaque É.D. :
{ } { } 22 10 2x y s X Y¢¢ = - Þ - = -+ +

{ } { } { } ( )5y y x sY Y s X¢ ¢= - Þ - = -+ + +

On résout pour X et Y et on obtient
10 10

1
X

s s
= -

+
   et 5

1
Y

s
=

+

avec P1 et P4 1a = , ( ) 10 10 tx t e-= - ( ) 5 ty t e-=

f) { } { } ( )0x X x s X x s X¢= Þ = - =+ + P16
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{ } ( ) ( )2 2et  0 0 1x s X s x x s X¢¢ ¢= - × - = -+ P17

{ } { } ( )0 2y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × -+ + P16

{ } ( ) ( )2 2et  0 0 2 3y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= - × - = - ++ P17

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } { } 2 22 2 3y x s Y s X
s

¢¢ = - Þ - + = -+ + + P1

{ } { } { } 2 22 1x y s X Y
s

¢¢ = + Þ - = ++ + + P1

On résout pour X et Y et on obtient

( ) ( ) ( )2 2
2 3 1 2 2sin 3cos 2

11 1
tsX x t t t e

s ss s
-= - + + Þ = - + +

++ +

( ) ( ) ( )2 2
3 2 1 2 3cos 2sin 2

11 1
tsY y t t t e

s ss s
-= - + - Þ = - + -

++ +

avec P6 et P7 1w = , P4 1a =  et P1

g) { } { } ( )0 2x X x s X x s X¢= Þ = - = -+ + P16

{ } ( ) ( )2 2et  0 0 2 1x s X s x x s X s¢¢ ¢= - × - = - ++ P17

{ } { } ( )0 1y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × ++ + P16

{ } ( ) ( )2 2et  0 0y s Y s y y s Y s¢¢ ¢= - × - = ++ P17

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } { } ( )2 2 44 2
2

tx y e s X s Y s
s

-¢ ¢¢- = Þ × - - + =
+

+ + + P4 2a =

{ } { } { } { } ( )2 23 4 2 2 1 3 1 4x y x s X s sY X
s

¢¢ ¢+ - = Þ - + + + - =+ + + + P1

Ici on va résoudre avec les matrices. Il faut donc séparer les termes; il faut garder ce
qui contient du X et du Y à gauche du signe d’égalité, et tout le reste à droite.

2 4 2
2

s X s Y s
s

× - = + +
+

( )2 22 23 4 2 1 3 4 3 2 4s X s Y X s s X sY s
s s

+ × - = + - - Þ - + = + -
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On obtient donc l’équation matricielle

12 2

2 2

4 42 2
2 2

2 24 3 4 32 4 2 4

s ss s X X s ss s
Y Ys s s ss s

s s

-é ù é ù+ + + +ê ú ê úé ù é ù- -é ù é ù+ +× = Þ = ×ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú
- -ë û ë ûê ú ê úê ú ê úë û ë û+ - + -ê ú ê úë û ë û

Ça nous donne
( ) ( )
23 2 13 14

2 1 2 2 1
X

s s s s
= - + -

+ + -

( ) ( ) 2
13 23 18 4

2 1 2 1
Y

s s ss
= - - +

- +

Il ne reste qu’à prendre les transformées inverses.

( ) 223 132 14
2 2

t t tx t e e e- -= - + - P4 1a = , 2a = , 1a = - ,  et P1

( ) 13 23 18 4
2 2

t ty t e e t-= - - + P4 1a = - , 1a = , P2  et P1

5.24-a) On peut écrire le système d’équations :
1

1 2

2
1 2

1 2 12
25 125 5
1 1 0
25 25

dq q q
dt
dq q q
dt

ì + - =ïï
í
ï - + =
ïî
On prend la T.L. de chaque É.D. avec

{ } { }1 1 1 1q Q q s Q¢= Þ = ×+ +   et { } { }2 2 2 2q Q q s Q¢= Þ = ×+ +   puisque les

conditions initiales sont nulles.

{ } { } { }1 1 2 1 1 2
1 2 12 1 2 12
25 125 5 25 125 5

q q q s Q Q Q
s

ì ü¢ + - = Þ × + - =í ý
î þ

+ + + + P1

{ } { } { } { }2 1 2 2 1 2
1 1 1 10 0
25 25 25 25

q q q s Q Q Q¢ - + = Þ × - + =+ + + +

Réécrivons ces dernières équations pour les traiter sous forme matricielle :

1 2
1 2 12
25 125 5

s Q Q
s

æ ö+ × - =ç ÷
è ø

  et 1 2
1 1 0
25 25

Q s Qæ ö- + + =ç ÷
è ø
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1

1 1

2 2

1 2 1 212 12
25 125 25 1255 5
1 1 1 10 0

25 25 25 25

s sQ Q
s s

Q Qs s

-- -é ù é ù+ +é ù é ùê ú ê úé ù é ùê ú ê ú× = Þ = ×ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú- -ë û ë ûê ú ê ú+ +ë û ë ûê ú ê úë û ë û

( ) ( )
1

1250 10 5 1250 10 5 100 18,3772 81,6228 100
0,0653 0,0147125 10 5 125 10 5

Q
s s s ss s

- + - -
= - + = - +

+ +- + + +

( ) ( )
2

3125 10 2 3125 10 2 100 29,0569 129,057 100
0,0653 0,0147125 10 5 125 10 5

Q
s s s ss s

- +
= - + = - +

+ ++ + - +

On va le prendre en décimales parce que ça me semble plus simple à écrire...

( ) 0,0653 0,0147
1 18,3772 81,6228 100t tq t e e- -= - - + P4 0,0653a = et 0,0147a = , P1

( ) 0,0653 0,0147
2 29,0569 129,057 100t tq t e e- -= - + P4 0,0653a =  et 0,0147a = , P1

b) À la limite, il y aura 100 kg de sel dans chaque réservoir.

c) Ça prend 50,92 minutes pour avoir 40 kg de sel dans le 2ème réservoir.
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5.25- { } { } ( )0x X x s X x s X C¢= Þ = × - = × -+ + P16 , en suivant le conseil donné

dans l’exercice : ( )0x C=

{ } { } ( )0y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = ×+ + P16

{ } ( ) ( )2 2 1et  0 0
2

y s Y s y y s Y¢¢ ¢= - × - = -+ P17

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } ( ){ } 2cos
1

sx y t s X C s Y
s

¢ ¢+ = Þ × - + × =
+

+ + + P7 1w =

{ } { } { } 2 1 22
2

x y X s Y
s

¢¢+ = Þ + - =+ + +

On résout pour X et Y et on obtient

( ) ( ) ( )2
1 2 2 2

2 1 2 12 1
C CX

s s ss
- -

= + + +
+ -+

( ) ( ) ( )2
1 2 2 2

2 1 2 12 1
C C CY

s s ss
- - -

= - - +
+ -+

Prenons les transformées inverses :

( ) ( )1 2 2sin 2
2 2 2

t tC Cx t t e e-- -
= + + + P6 1w = , P4 1a =  et 1a = - , P1

( ) ( )1 2 2sin 2
2 2 2

t tC Cy t t e e C-- -
= - - + - P6 1w = , P4 1a =  et 1a = - , P1
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Maintenant ( ) 2x p =  va nous aider à trouver la valeur de C.

Donc 2C = .

( ) ( )1 sin 2
2

x t t= + ( ) ( )1 sin
2

y t t=

5.26- { } { } ( )0 2x X x s X x s X¢= Þ = × - = × -+ + P16

{ } { } ( )0 1y Y y s Y y s Y¢= Þ = × - = × ++ + P16

{ } { } ( )0z Z z s Z y s Z¢= Þ = × - = ×+ + P16

On prend la T.L. de chaque É.D. :

{ } { } { } { }2 44 2
2

tx x z e s X X s Z
s

-¢ ¢- + = Þ × - - + × =
+

+ + + + P4 2a =

{ } { } { } { }2 0 1 2 0y y z s Y Y s Z¢ ¢+ + = Þ × + + + × =+ + + +

{ } { } { } { } { } 22 2 2 1x y y z X s Y Y Z
s

¢+ + + = Þ + × + + + =+ + + + + P1

On va résoudre matriciellement.

( )

( )

( )

41 2
2

2 1
22 1 1

s X s Z
s

s Y s Z

X s Y Z
s

ì - + × = +ï +ï
+ + × = -í

ï
ï + + + = -
î

1
4 42 21 0 1 02 2

0 2 1 0 2 1
2 1 1 2 2 1 1 21 1

s s X X s ss s
s s Y Y s s
s Z Z s

s s

-
é ù é ù+ +ê ú ê ú- -é ù é ù é ù é ù+ +ê ú ê úê ú ê ú ê ú ê ú+ × = - Þ = + × -ê ú ê úê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê úê ú ê ú ê ú ê ú+ +ë û ë û ë û ë û- -ê ú ê ú
ë û ë û

( ) ( ) ( )2 2
13 2 4 1

3 2 13 2 3 2
sX

s ss s
= - - -

+ ++ +

( ) ( ) ( )2 2
13 8 2

3 2 13 2 3 2
sY

s ss s
-

= - - +
+ ++ +

2 2
4 5 2 2

12 2
sZ

s ss s
-

= + + +
++ +
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( ) ( ) ( ) 213 2 4cos 2 sin 2
3 33 2

t tx t t t e e- -= - - -

P7 et P27 2w = , P4 2a =  et 1a =

( ) ( ) ( ) 21 13 8cos 2 sin 2 2
3 33 2

t ty t t t e e- --
= + - +

P7 et P27 2w = , P4 2a =  et 1a =

( ) ( ) ( )54cos 2 sin 2 2 2
2

tz t t t e-= - + + +

P7 et P27 2w = , P4 1a =

( ) ( ) ( ) 213 2 4cos 2 sin 2
3 3 3

t tx t t t e e- -= - - -

( ) ( ) ( ) 21 13 2 8cos 2 sin 2 2
3 6 3

t ty t t t e e- --
= + - +

( ) ( ) ( )5 24cos 2 sin 2 2 2
2

tz t t t e-= - + + +

retour au début du chapitre 5


